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INTRODUCCIÓN

El más famoso problema en Teoŕıa de Operadores es el problema del subespacio invariante:
¿Todo operador lineal acotado posee un subespacio (cerrado y no trivial) invariante? En el siglo
pasado se han realizado muchos trabajos para dar respuesta, en sentido positivo, a este problema,
que es tratar de probar que todo operador posee un subespacio invariante no trivial. Un subspacio
A se dice invariante por T si TA está contenido en A. Este problema estaba motivado por la
descomposición de matrices y por el deseo de entender la estructura y geometŕıa de un operador
arbitrario.

Claramente existen subespacios invariantes si el operador está definido sobre un espacio de
dimensión finita sobre los complejos. El Teorema de Descomposición Canónica de Jordan da
respuesta afirmativa a la tarea de encontrar tales subespacios. Sea T un operador sobre un espacio
de dimensión finita, y denotemos también por T la matriz asociada al operador T . Entonces p(T ) =
det(T−λI) es un polinomio de grado d y aśı p(T ) posee d raices no necesariamente distintas. Si λ es
una de ellas, det(T−λI) = 0, que significa que T−λI es no invertible. Puesto que el espacio es finito-
dimensional, esto es equivalente a que T −λI no es inyectivo. En consecuencia, existe un vector x,
x 6= 0 tal que (T − λI)x = 0 y, por tanto, F = {αx : α ∈ C} es un subespacio invariante para el
operador T . Sin embargo para espacios de dimensión infinita la tarea de determinar los subespacios
invariantes de un operador no es fácil: si S es el operador desplazamiento a la derecha unilateral tal
que Sen = en+1, resulta que el espectro puntual, σp(S) = {λ ∈ C : Ker(T − λ) 6= {0}}, es vaćıo.
Un ejemplo de operador definido en un espacio de dimensión infinita sin subespacios invariantes
lo damos a continuación. Si P denota el espacio vectorial de todos los polinomios con coeficientes
complejos con producto interior

(p, q) =
∫ 1

0

p(x)q(x)dx,

y tomamos el operador multiplicación Mx tal que Mx(p(x)) = xp(x) para todo p en P, entonces
P es una variedad lineal densa en L2(0, 1). Si A es un subespacio cerrado de P invariante por Mx,
y si existe p ∈ A, con p 6= 0, entonces se puede probar qur A = P. Existen muchos ejemplos como
el anterior,(p.e., el operador de Volterra o el de Donogue) y que pueden encontrarse en [RR].

Obsérvese que, para ver que un operador T tiene subespacios invariantes lo primero que hay que
probar es que existen un operador T y un punto x del espacio, para el que la órbita bajo T , esto
es, el conjunto de imágenes de x de las sucesivas iteradas de T :

Orb(T, x) = {x, Tx, T 2x, . . . },

no es densa en el espacio. En realidad, si toda órbita es densa, entonces no existen subconjuntos
invariantes.
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Este problema se puede replantear en el contexto de operadores ćıclicos: si T es un operador
lineal acotado actuando sobre un espacio de Banach separable infinito dimensional B, decimos
que un vector x de B es ćıclico para T si, el espacio lineal cerrado generado por el conjunto
Orb(T, x) coincide con B. Un operador se dice ćıclico si posee un vector ćıclico. La importancia
de tales vectores radica en que el espacio lineal cerrado generado por la órbita de un vector es
el subespacio cerrado más pequeño, invariante bajo un operador, que contiene al vector. Aśı que
un operador no posee subespacios invariantes cerrados no triviales si y sólo si todo vector no nulo
es ćıclico. De manera análoga podemos definir dos propiedades más fuertes para un vector x del
espacio, relacionados con la invarianza o estabilidad de subespacios para un operador T . Se dice
que x es un vector superćıclico si el conjunto de múltiplos escalares de Orb(T, x) es denso en B, e
hiperćıclico si Orb(T, x) es densa en B. Un operador se dice hiperćıclico (superćıclico) si posee un
vector hiperćıclico (superćıclico). De forma similar, un operador no posee subconjuntos invariantes
cerrados no triviales si y sólo si todo vector no nulo del espacio es hiperćıclico, con lo que quedaria
resuelto el problema del subconjunto invariante.

Resulta sencillo ver que para un operador T y un número complejo λ, se tiene que para todo
natural n el nucleo Ker(T − λI)n es un subespacio invariante para el operador T . Introducimos
ahora un concepto más fuerte que el de subespacio invariante para un operador T : el de subespacio
ultra-invariante; que es un subespacio invariante para todo operador que conmuta con T . Obsérvese
que en el caso anterior, Ker(T − λI)n es también un subespacio ultra-invariante para T . Sabemos
que el espectro de un operador compacto T es o un conjunto finito de números complejos, o una
sucesión de números complejos tendiendo a cero (el punto 0 siempre está en σ(T )). Luego si λ es
un elemento de σ(T ) no nulo, entonces Ker(T −λI)n es un subespacio no trivial y, por lo anterior,
ultra-invariante. Si T es un operador lineal, acotado y σ(T ) = {0}, entonces T se dice que es
quasi-nilpotente.

El cálculo anaĺıtico funcional de Riesz se usa en el estudio de álgebras de Banach y resulta
especialmente útil en el estudio de operadores lineales definidos en espacios de Banach. De él
podemos extraer algunos resultados interesantes. Primeramente, consideramos un operador lineal
acotado T y un subconjunto ∆ cerrado y abierto relativo al espectro σ(T ). Entonces definimos el
operador idempotente

E(∆;T ) =
1

2πi

∫
Γ

(z − T )−1dz,

donde Γ es un curva rectificable de Jordan que contiene geométricamente sólo a ∆. Óbservese que
si λ0 es un punto aislado de σ(T ), entonces E(λ0;T ) es un idempotente no trivial. También, λ0

es una singularidad aislada de la función anaĺıtica z → (z − T )−1 en C\σ(T ). Además, si f es una
función anaĺıtica, con valores complejos, definida y anaĺıtica en un entorno que contiene a σ(T ), se
tiene que

f(T ) =
1

2πi

∫
Γ

f(z)(z − T )−1dz,

donde Γ en una curva rectificable de Jordan que contiene geométricamente a σ(T ), conmuta con
todo operador que conmute con T .

Sabemos que si σp(T ) es no vaćıo, T posee vectores propios, y por tanto subespacios invariantes.
Por otra parte, si el espectro derecho (o residual), σr(T ) = {λ ⊂ C; T − λI es no invertible a
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derecha}, es no vaćıo, entonces el conjunto Im(T − λ) es no trivial e invariante por T . Luego en
la búsqueda de subespacios invariantes para un operador, podemos suponer que σ(T ) = σap(T )\
σp(T ). Más aun, uno puede suponer que cualquier sucesión de vectores asociados a un λ de σap(T )
converge débilmente a cero. En definitiva, si el espectro σ(T ) no es conexo, el cálculo anaĺıtico
funcional permite encontrar subespacios invariantes para el operador. De hecho, si σ(T ) = σ1∪σ2,
donde σ1, σ2 sonconjuntos cerrados, entonces T posee subespacios ultra-invariantes F1 y F2 de
modo que σ1 = σ(T|F1) y σ2 = σ(T|F2). Luego los casos que ofrecen dificultad en la obtención de
subespacios invariantes, son aquellos en los que el espectro del operador es conexo.

De modo que el problema del subespacio invariante para el caso en que un operador T es
compacto y quasi-nilpotente queda aun abierto. Este problema es resuelto finalmente en espacios
de Banach, de modo afirmativo, por N. S. Aronszajn y K. T. Smith [AS]. Posteriormente, V. I.
Lomonosov [Lo] da una generalización del resultado de Aronszajn y Smith: Si T es un operador
lineal compacto no nulo en un espacio de Banach, entonces existe un subespacio no trivial que
es invariante bajo cualquier operador que conmute con T . Como corolario de esta generalización
obtiene que, si un operador acotado T en un espacio de Banach es tal que existe una cadena de tres
operadores conmutando consecutivamente, de T a un operador compacto K, esto es, si existe un
operador S (no múltiplo de la identidad) tal que T conmuta con S y S conmuta con K, entonces
T posee un subespacio invariante.

A mediados de los setenta Per Enflo [En1] perfila una construcción de un operador sin sub-
espacios invariantes no triviales en un espacio de Banach no reflexivo. Este ejemplo no estaba
totalmente terminado pues, algunos de los cálculos en la parte dif́ıcil de la construcción no estaban
adecuadamente escritos y todav́ıa deb́ıan ser completamente verificados. A pesar de ello, Enflo
anunció su resultado en 1975. Ya al principio de los años ochenta circulaban versiones de un
preprint sobre este contraejemplo. El art́ıculo de Enflo [En2] fue enviado a Acta Mathematica
en Febrero de 1981. El art́ıculo aun no estaba bien escrito, y era complicado y nada fácil de
entender, aśı que finalmente y, después de sucesivas revisiones, en 1985 fue aceptado y publicado
en 1987. En éste art́ıculo, Enflo construye el primer contraejemplo de un operador cont́ınuo en
un espacio de Banach sin subespacios invariantes cerrados no triviales, aśı que la respuesta al
problema del subspacio invariante para espacios de Banach queda resuelta de modo negativo. Más
tarde (pero publicado con anterioridad al art́ıculo de Enflo [En2]), C. J. Read en sucesivos trabajos
construye clases de operadores sin subespacios invariantes. En [Re1] presenta su ejemplo original
de un operador (en realidad, una clase de operadores) en un espacio de Banach sin subespacios
invariantes. En ese trabajo, Read construye una norma apropiada (tal norma es la más pequeña
y única posible) que depende de una sucesión estrictamente creciente sobre un espacio de Banach
de dimensión infinita, y en el que todo vector no nulo del espacio es ćıclico para el operador
desplazamiento derecha.

En 1985, Read publica un art́ıculo [Re2] probando que su ejemplo original puede ser ligeramente
modificado para dar un operador acotado sin subespacios invariantes cerrados no triviales en `1.
Esto lo consigue restringiéndose a la bola unidad de cierto subespacio del espacio de Banach
construido en su primer ejemplo. En [Re3] presenta una versión simplificada de este último art́ıculo.
Posteriormente, también A.M. Davie da una simplificación del ejemplo de Read para el problema
del subespacio invariante y que comunica a B. Beauzamy [Be5].
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Por otra parte, en el contexto de espacios de Hilbert, el problema del subespacio invariante no
está resuelto. Más aun, el problema del subespacio invariante sólo ha sido resuelto para espacios
no reflexivos.

Mencionar también que A. Atzmon [At], construye un ejemplo de un operador en un espacio de
Fréchet nuclear sin subespacios invariantes. Éste depende de algunas propiedades de espacios de
funciones anaĺıticas y resulta bastante interesante por śı mismo.

El estudio de la hiperciclicidad se origina en los trabajos de Birkhoff, 1929 [Bi] y MacLane,
1952 [Mc] en los que, respectivamente, prueban que los operadores de traslación y derivación,
actuando sobre el espacio de funciones enteras, son hiperćıclicos. El primer ejemplo de un operador
hiperćıclico actuando en un espacio de Banach fue dado por Rolewicz en 1969 [Ro]. El ejemplo
dado es el operador desplazamiento a la izquierda unilateral perturbado por una constante mayor
que uno en los espacios de sucesiones `p o c0. En ese mismo trabajo prueba que no existen
operadores hiperćıclicos definidos sobre un espacio de dimensión finita y, plantea la pregunta de
si todo espacio de Banach separable infinito-dimensional admite un operador hiperćıclico. Esta
pregunta fue resuelta afirmativamente por Ansari [An].

En 1991 D. A. Herrero [He] y en 1993 P. S. Bourdon [Bo] independientemente prueban que
cualquier operador hiperćıclico en un espacio de Hilbert, posee una variedad lineal densa con-
sistiendo, excepto por cero, de vectores hiperćıclicos. Este problema tuvo su origen en los trabajos
de Beauzamy [Be1; Be2; Be3] en los que construye operadores en espacios de Hilbert con una
variedad lineal consistiendo, excepto por cero, de vectores hiperćıclicos. Por otro lado, el mismo
autor [Be4], da una prueba simplificada del ejemplo construido por P. Enflo [En2], construyendo un
operador en los que todos sus vectores gozan de una propiedad más débil que la hiperciclicidad, la
superciclicidad [Be4]. En estos trabajos, Beauzamy usa las profundas ideas introducidas por Enflo
[En2]. El concepto de superciclicidad fue introducido por H. M. Hilden y L. J. Wallen en 1973
[HiW] probando que el operador desplazamiento a la izquierda unilateral con peso en el espacio de
sucesiones `2 es superćıclico. También existen trabajos que complementan estas ideas. Un trabajo
de Alfonso Montes [Mo] proporciona condiciones suficientes para que un operador lineal y cont́ınuo,
definido sobre un espacio de Banach, posea un subespacio cerrado infinito-dimensional que conste,
excepto por cero, de vectores hiperćıclicos. En contraste con los resultados de Herrero y Bourdon,
no todos los operadores acotados hiperćıclicos en un espacio de Banach poseen un subespacio ce-
rrado infinito-dimensional consistiendo, excepto por cero, de vectores hiperćıclicos (ver Teorema
3.4 en [Mo]).

Por otro lado, existe una condición suficiente para que un operador acotado T sobre un espacio de
Banach B posea vectores hiperćıclicos. Esta condición se conoce como Criterio de Hiperciclicidad:

Decimos que T satisface el Criterio de Hiperciclicidad si existen subconjuntos densos X0, Y0

de X, una sucesión (nk) de números naturales, y aplicaciones Snk : Y0 → X (no necesariamente
cont́ınuas) tales que

(i) Tnk → 0 puntualmente en X0

(ii) Snk → 0 puntualmente en Y0

(iii) TnkSnk → IdY0 ,
donde IdY0 es la identidad restringida a Y0.
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Aśı, si un operador T satisface el criterio de hiperciclicidad entonces T es hiperćıclico [GS]. El
primer resultado de este tipo es descubierto por Carol Kitai [Ki] en su disertación de Toronto de
1982 que nunca fue publicada. Este resultado es redescubierto por Gethner y Shapiro [GS] con
una prueba más simple, y que usan para unificar las pruebas de los resultados de Birkhoff [Bi],
MacLane [Mc], Rolewicz [Ro], Seidel y Walsh [SW], y muchos otros. Este criterio de hiperciclicidad
es utilizado para descubrir el comportamiento hiperćıclico en posteriores trabajos sobre este tema
[BS1; BS2; GS; CS; He; HW; Sh]. Cabe preguntarse si este criterio lo cumplen todos los operadores
hiperćıclicos aparecidos en la literatura. H. Salas [Sa1] construye un operador desplazamiento
bilátero que no satisface el Criterio de Hiperciclicidad cuando la sucesión de los enteros positivos
{nk} del criterio, es la sucesión de los números naturales. También Salas [Sa2], prueba que un
operador desplazamiento a la izquierda con pesos {wj} es hiperćıclico si y sólo si lim supn

∏∞
j=1 wj =

∞.

En 1988, C. J. Read [Re4] construye un operador (en realidad una clase de operadores) en
el espacio de las sucesiones `1 para el que todo vector no nulo es hiperćıclico. De modo que el
problema del subconjunto invariante para espacios de Banach queda resuelta de modo negativo.
De nuevo, en el contexto de espacios de Hilbert, este problema aun permanece abierto.

Otros resultados recientes sobre hiperciclicidad han sido obtenidos por P. S. Bourdon y N.
Feldman [BF], en los que prueban que si la órbita de un vector bajo un operador lineal acotado
T es densa en algún conjunto abierto, entonces el operador es hiperćıclico. También, un resultado
de Feldman [Fe] afirma que si existe un vector x tal que Orb{T, x} se encuentra a una distancia
acotada de cualquier vector del espacio, entonces el operador T es hiperćıclico, aunque el vector x
no necesariamente tiene que ser hiperćıclico para T .

En este trabajo clarificamos las ideas expuestas en el art́ıculo de C. J. Read de 1988 [Re4],
en el que da respuesta negativa al problema del subconjunto invariante para espacios de Banach,
y tratamos de complementar dicho trabajo con una exposición más detallada y amplia que en
el trabajo original. Aportamos algunos ejemplos que nos permiten justificar y entender algunas
definiciones y lemas. Los resultados y pruebas del trabajo de Read son desarrollados aqu con algo
ms de detalle, aclarando ciertos pasos de algunas pruebas y justificando explicitamente otros. El
lema final de la sección 10 de este trabajo es aportacin del autor.

Probaremos que existe un operador (en realidad una clases de operadores) en el espacio de
sucesiones `1 para el que todo vector no nulo del espacio es hiperćıclico. La construcción de tal
clase de operadores descansa en los métodos usados en los art́ıculos de Read [Re1; Re2; Re3], en los
que resuelve el problema del subspacio invariante en un espacio de Banach arbitrario y en `1. Para
obtener la hiperciclicidad de todo vector no nulo de `1 respecto de un operador lineal acotado T , es
necesario añadir nuevas técnicas en relación con los polinomios del operador T y ciertas potencias
del mismo operador.

En las primeras secciones de este trabajo (secciones 1-3), damos algunas definiciones y resul-
tados sencillos, de las que destacamos la definición de sucesión creciendo suficientemente rápido
(Definición 1.2) que tendrá gran importancia a lo largo de todo este trabajo, y el Lema 1.15 que
establece un isomorfismo algebraico entre dos bases muy especiales; una de ellas es la base canónica
{ei}i≥0 de `1 y la otra, {wi}i≥0, se comporta ‘bien’ para un operador lineal y cont́ınuo T de modo
que Twi = wi+1. En la sección 4 probamos que el operador lineal T , que es un desplazamiento
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a la derecha unilateral con respecto a la base {wi}, está acotado en el espacio vectorial generado
por {ei : i ≥ 0}, y con la norma usual de `1 cuando tomamos sucesiones creciendo suficientemente
rápido. En la sección 5 mostramos que la sucesión de ciertos operadores Tnk , que son justamente
los que ‘enlazan bien’ con polinomios del operador T (ver Lema 1.15), son acotados en una sucesión
de subespacios encajados de `1, es decir, dado cualquier vector x no nulo de `1 existe un natural nk
suficientemente grande para el que la cola (con respecto a la base canónica de `1) del vector x, a
partir de ese natural nk, está acotada por el operador Tnk . En la sección 6 se define un compacto
K(nk), que depende fundamentalmente de las sucesiones creciendo suficientemente rápido, y se
prueba que dado cualquier elemento x de `1 (no nulo), existe un número natural suficientemente
grande para el que una proyección dada de tal vector x siempre está en algún compacto K(nk).
Esta propiedad nos permite llegar a la ciclicidad de todo vector no nulo de `1 en la sección 7. Las
secciones 8 y 9 resultan fundamentales para la obtención del resultado final de este trabajo. Se
muestra en ellas que ciertas potencias del operador T de un vector arbitrario x, aproximan bien
en la norma de `1, a polinomios arbitrarios de T de otro vector cualquiera de `1. Pero este último
vector arbitrario es la imagen del vector e0 (ćıclico para T ) por medio de un polinomio p. Usando el
Lema 1.15 y el comportamiento de T en ciertos subspacios de `1, llegamos a que cada componente
del vector x iterado por el operador T c

k
n , aproxima bien a un vector ćıclico. En la sección 10 damos

la prueba del resultado principal de este trabajo: Todo vector no nulo de `1 es hiperćıclico para el
operador T . También se prueba que el espectro puntual aproximado de T es la bola unidad de C.



UN OPERADOR EN `1 1

EL OPERADOR DE READ

1. Preliminares

En esta primera sección se realizan definiciones y afirmaciones referidas a sucesiones d =
(di)∞i=1 ⊂ N estrictamente crecientes que cumplen cierta propiedad de crecimiento y donde N
es el conjunto de números naturales, es decir, {0, 1, 2, 3, . . . }. Cabe destacar la importancia
del concepto de ‘proposición verdadadera para sucesiones que crecen suficientemente rápido’ y
que será fundamental durante todo el desarrollo de este trabajo. Las afirmaciones serán de la
forma ‘P es verdadera para toda sucesión d que crezca suficientemente rápido’, donde P es una
proposición que depende de la sucesión d, es decir, la proposición será verdadera o falsa en función
de la sucesión d.

Recordemos que `1 es el espacio de las sucesiones de números complejos x = (xn)n≥0 para las
cuales

‖x‖ =
∞∑
n=0

|xn|

es finita. Sea (ei)∞i=0 la base canónica de vectores unitarios de `1, es decir, ei es de coordenadas
nulas salvo la i-ésima que es uno:

ei = (0, 0, 0, . . . , 0,

i)︷︸︸︷
1 , 0, . . . ).

NOTA 1.1. Durante el desarrollo de este trabajo el śımbolo d siempre denotará una sucesión
(di)∞i=1 estrictamente creciente.

DEFINICIÓN 1.2. Sea P una proposición definida sobre el conjunto de las sucesiones estric-
tamente crecientes en el conjunto

{
1, 0
}

, (verdadero, falso). Diremos que P es verdadera para
toda sucesión d que crece suficientemente rápido si existe una constante c ∈ N y una sucesión de
funciones (fi)∞i=1,

fi :

i) veces︷ ︸︸ ︷
N× N× · · · × N −→ N,

Typeset by AMS-TEX



2 ALFONSO GUTIERREZ RAMIREZ

con la siguiente propiedad:
Si la sucesión d satisface que d1 > c y para todo r ∈ N

dr+1 > fr(d1, d2, ..., dr), (1.2.1)
entonces la proposición P es cierta para d.

En esta sección y posteriores estudiamos proposiciones que dependen de una sucesión d. Nues-
tro interés se centra en sucesiones d que crecen muy rapidamente, lo suficiente como para que
una proposición sea cierta para d. Veamos un ejemplo para aclarar este concepto.

Ejemplo 1. Consideremos la proposición P1: ‘La sucesión d es de términos consecutivos’.
P1 es una proposición que depende de la sucesión d y por tanto será verdadera o falsa en función
de la sucesión d. Si tomamos la sucesión de los números naturales, P1 es verdadera. Pero no lo es
para toda sucesión d que crezca suficientemente rápido. Si P1 fuera verdadera para toda sucesión
d creciendo suficientemente rápido entonces existiŕıan c ∈ N y una sucesión de funciones (fi)∞i=1

tales que si d cumple (1.2.1) entonces d es de términos consecutivos. En particular, podemos
construir la siguiente sucesión: d′1 = c+ 1 y

d′r+1 = max{fr(d′1, . . . , d′r), d′r}+ 2, para todo r ≥ 1,
que no es de términos consecutivos y cumple la propiedad (1.2.1). Luego P1 no es cierta para
toda sucesión d que crezca suficientemente rápido.

Utilizaremos muy a menudo los dos lemas siguientes durante el desarrollo de este trabajo que
resultan de la definición dada.

LEMA 1.3. Sea P una proposición que depende de una sucesión d estrictamente creciente.
Supongamos que P es cierta para toda sucesión d que crece suficientemente rápido. Entonces
existe una sucesión d ⊂ N estrictamente creciente para la cual P es cierta.

LEMA 1.4. Sea (Pi)Ni=1 una colección de proposiciones, cada una de ellas que dependen de una
sucesión d ⊂ N estrictamente creciente. Supongamos que para cada i, 1 ≤ i ≤ N , la proposición
Pi es cierta para toda sucesión d que crece suficientemente rápido. Entonces

∧N
i=1Pi es cierta

para toda sucesión d que crece suficientemente rápido.

Demostración. Tenemos que para cada proposición Pi con 1 ≤ i ≤ n, existen c(i) ∈ N y funciones
(f (i)
r )∞r=1 tales que si d cumple

dr+1 > f (i)
r (d1, d2, d3, . . . , dr) r ∈ N,

entonces Pi es cierta para d. Basta tomar c = max1≤i≤N
{
c(i) : c(i) ∈ N

}
y funciones fr =

max
{
f

(i)
r : 1 ≤ i ≤ N

}
para cada r ≥ 1. Si
dr+1 > fr(d1, d2, . . . , dr)

= max
{
f (i)
r (d1, d2, . . . , dr) : 1 ≤ i ≤ N

}
≥ f (i)

r (d1, d2, . . . , dr)

para todo r ∈ N, 1 ≤ i ≤ N entonces Pi, 1 ≤ i ≤ n, es cierta para d. Por tanto,
∧N
i=1Pi es cierta

para toda sucesión d que crezca suficientemente rápido. �

Veamos ahora otro ejemplo.
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Ejemplo 2. Consideramos la proposición P2: ‘La sucesión d = (di)∞i=1 satisface i100/di < 1/2
para todo i ≥ 1’. Nos preguntamos si P2 es cierta para sucesiones que crecen suficientemente
rápido. De nuevo P2 depende de la sucesión d y observamos que va a ser cierta si tomamos los
elementos di ‘suficientemente grandes’.
Si escogemos como sucesión d = (di)∞i=1 = (i2)∞i=1, c = 1 y fi = 1 para todo i, se cumple (1.2.1)
pero la proposición P2 no es verdadera puesto que

i100

i2
= i98 >

1
2

para todo i ≥ 1.

Cabe preguntarse si existen c ∈ N y funciones (fi)∞i=1 de modo que establezcan el grado de
crecimiento de la sucesión d para que resulte verdadera la propiedad P2 en el sentido de la
Definición 1.2. En efecto, para toda sucesión d que verifique (1.2.1) con

fi(d1, . . . , di) = 2(i+ 1)100 y c = 2, i ≥ 1

cumple la propiedad dada por P2, que es

1
d1

<
1
2

y
i100

di
<

1
2

para todo i ≥ 2.

Por tanto, P2 es cierta para toda sucesión d que crezca suficientemente rápido.

Cabe destacar la importancia de las funciones fi cuando se trata de establecer el grado de creci-
miento de la sucesión d en relación con los propios términos de la sucesión. En muchas ocasiones
fi dependerá explicitamente de algunos de los i primeros términos de la sucesión d. Veamos esto
con otro ejemplo.

Ejemplo 3. Consideramos la proposición P3: ‘La sucesión d = (di)∞i=1 satisface

di+1 −
i∏

k=1

dk >
1
2di+1 ∀i ≥ 1’.

Es evidente que no toda sucesión estrictamente creciente cumple esta propiedad. Veamos que
P3 es cierta para toda sucesión d que crece suficientemente rápido. Basta tomar c = 0 y
fi(d1, . . . , di) = 2

∏i
k=1 dk para comprobar que P3 es cierta para toda sucesión d creciendo

suficientemente rápido.

Tenemos el siguiente Lema.

LEMA 1.5. Sean δ = (δi)∞i=1 y δ
′

= (δ
′

i)
∞
i=1 dos sucesiones de enteros con una cantidad finita

de términos no nulos , tales que 0 ≤ δi ≤ i y 0 ≤ δ
′

i ≤ i para todo i y J = max
{
j : δ

′

j 6= δj
}

. Si
la sucesión d crece suficientemente rápido, entonces

∞∑
i=1

δ
′

idi >
∞∑
i=1

δidi si y sólo si δ
′

J > δJ .
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Además, en tal caso se satisface

∞∑
i=1

δ
′

idi >

∞∑
i=1

δidi + 1
2dJ . (1.5.1)

Demostración. Es suficiente elegir d tal que para todo i ∈ N,

di+1 > 2
i∑

j=1

jdj . (1.5.2)

Definimos fi(d1, d2, . . . , di) = 2
∑i
j=1 jdj . Ahora si

∞∑
i=1

δ
′

idi >
∞∑
i=1

δidi,

entonces, puesto que δi = δ
′

i para i > J , se tiene que

J∑
i=1

δ
′

idi >
J∑
i=1

δidi.

Se sigue que
J−1∑
i=1

(δ
′

idi − δidi) > (δJ − δ
′

J)dJ .

Ahora por (1.5.2)

(δJ − δ
′

J)dJ <
J−1∑
i=1

(δ
′

i − δi)di

≤ 2
J−1∑
i=1

idi

< dJ .

Por tanto, puesto que δJ y δ
′

J son enteros tenemos que δJ − δ
′

J < 0.
Rećıprocamente, si δ

′

J > δJ entonces

(δ
′

J − δJ)dJ ≥ dJ

> 2
J−1∑
j=1

jdj (ya que d cumple (1.5.2))

≥
J−1∑
j=1

(δj − δ
′

j)dj .
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Por tanto se sigue que
∞∑
i=1

δ
′

idi >

∞∑
i=1

δidi.

Probemos ahora (1.5.1);

∞∑
i=1

δ
′

idi −
∞∑
i=1

δidi =
J−1∑
i=1

(δ
′

i − δi)di + (δ
′

J − δJ)dJ

≥
J−1∑
i=1

(δ
′

i − δi)di + dJ

≥ −
J−1∑
i=1

δidi + dJ

≥ −
J−1∑
i=1

idi + dJ (puesto que 0 ≤ δi ≤ i)

> −dJ
2

+ dJ (utilizando (1.5.2))

=
dJ
2
. �

Supondremos para el resto del trabajo que si una propiedad P es verdadera para toda sucesión
d que crece suficientemente rápido, entonces todas las sucesiones d que se consideren a partir
de entonces también satisfacerán P . Aśı por ejemplo, el Lema 1.5 proporciona una fácil pero
importante propiedad de la sucesión d referida a combinaciones lineales de elementos de d. Por
tanto, supondremos que toda sucesión d que crezca suficientemente rápido posee esta propiedad.

DEFINICIÓN 1.6. Definimos la norma de un polinomio p =
∑N
i=0 λit

i como la suma de los
módulos de sus coeficientes, esto es, |p| =

∑N
i=0 |λi|. Denotaremos gr(p) el grado del polinomio

p, y |p|∞ para el módulo máximo de los coeficientes del polinomio, es decir,

|p|∞ = max
{
|λi| : 0 ≤ i ≤ N

}
.

DEFINICIÓN 1.7. Sea J cualquier subconjunto de N, y sea S = {ei : i ∈ J ⊆ N}. Definimos
πS como la proyección dada por πS : `1 −→ span

(
S
)

definida por

πS(ei) =
{
ei si ei ∈ S
0 si ei /∈ S,

o, equivalentemente πJ(ei) =
{
ei si i ∈ J
0 si i /∈ J .
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DEFINICIÓN 1.8. Sean X un espacio de Banach e I un conjunto de ı́ndices. Dado ε > 0
se dice que Γ es una ε-red sobre el conjunto C ⊆ X si, para todo x ∈ C existe yi ∈ Γ tal que
‖x− yi‖ < ε con i ∈ I.

Además, si para toda ε-red Φ (J un conjunto de ı́ndices) sobre C, la aplicación

Θ : Γ −→ Φ; yi ∈ Γ 7→ Θ(yi) = xj con xj ∈
(
B(yi, ε)

⋂
Φ
)
; i ∈ I, j ∈ J

es inyectiva, entonces se dice que Γ es minimal.

Puesto que la aplicación Θ induce un orden parcial sobre el conjunto de las ε-redes, la existencia
de elemento minimal se deduce del Lema de Zorn. Señalamos que en general una ε-red minimal
no es única.

Para cada entero ν ≥ 0, denotamos por (Pν , | · |) el espacio de Banach finito dimensional de
los polinomios de grado a lo sumo ν, con la norma | · | dada en la Definición 1.6. Fijemos para
el resto de este trabajo una ε-red minimal para la bola unidad de Pν , que denotaremos por Γν ,
donde ε = 4−ν y M(ν) será el número de elementos de Γν . Entonces

Γν =
{
p̄i,ν : 1 ≤ i ≤M(ν)

}
.

Para cualquier sucesión d = (di)∞i=1 definimos las subsucesiones a = (ai)∞i=1, b = (bi)∞i=1 y
c = (ci)∞i=1, donde ai = d3i−2, bi = d3i−1 y ci = d3i. Aśı a1 < b1 < c1 < a2 < b2 < c2 < a3 < . . . .

DEFINICIÓN 1.9. Para cada sucesión d, definimos las cuatro sucesiones siguientes:

ξ0 = 0,

µn = nan, νn = n(an + bn),

hn = E(2 log2 cn), ξn = νn + hn

M(νn)∑
j=1

cjn

donde E(x) = [x] + 1, es decir, el menor entero mayor o igual que x.

DEFINICIÓN 1.10. Para cada sucesión d, se define Λn como el conjunto de todos los poli-
nomios no nulos p(t) que cumplen las siguientes propiedades:

(i) p es de coeficientes enteros no negativos,
(ii) |p|∞ ≤ hn,

(iii) gr(p)≤M(νn),
(iv) p(0) = 0.
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DEFINICIÓN 1.11. Sean p1, p2 ∈ Λn ∪
{

0
}

, n ∈ N. Definimos el orden lexicográfico < sobre
Λn ∪

{
0
}

de la siguiente forma:
Si pi(t) =

∑M(νn)
j=1 αijt

j (i = 1, 2) entonces

p1 < p2 si y sólo si α1J < α2J

donde J = max{j : α1j 6= α2j}.

La razón de establecer el orden lexicográfico dado en la Definición 1.11 se encuentra en el
siguiente lema.

LEMA 1.12. Si d crece suficientemente rápido entonces para todo n ∈ N y todo polinomio
p1, p2 ∈ Λn ∪

{
0
}

tales que p1 < p2, se tiene que

p2(cn)− p1(cn) ≥ cn; (1.12.1)

y también
p2(cn)− p1(cn) > 3

4c
J
n (1.12.2)

donde J = max{j : α1j 6= α2j} con la notación de la Definición 1.11.

Demostración. Sea J = max{j : α1j 6= α2j} dado por la Definición 1.11. Puesto que t divide a
pi (i = 1, 2) entonces

p2(cn)− p1(cn) = cn

( J−2∑
j=1

(α2j − α1j)cjn + (α2J − α1J)cJ−1
n

)
≥ cn

si d crece suficientemente rápido. Probemos ahora (1.12.2);

p2(cn)− p1(cn) =
M(νn)∑
j=1

(α2j − α1j)cjn

=
J∑
j=1

(α2j − α1j)cjn (de la definición de J)

= (α2J − α1J)cJn +
J−1∑
j=1

(α2j − α1j)cjn

≥ cJn − |p1|cJ−1
n (ya que α2j , α1j ≥ 0)

≥ cJn − gr(p1) · |p1|∞ · cJ−1
n

≥ cJn −M1(νn) · hn · cJ−1
n (por 1.10)

> 3
4c
J
n

si d crece suficientemente rápido, ya que M(νn) sólo depende de n, an y bn. �
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DEFINICIÓN 1.13. Denotamos p̂n el máximo de (Λn, <), que es

p̂n(t) = hn

M(νn)∑
k=1

tk.

Si p < p̂n y p ∈ Λn ∪
{

0
}

, escribiremos p+ para el sucesor de p en
(
Λn ∪

{
0
}
, <
)
, y

J(p) = max
{
k : αk 6= α+

k

}
donde αk y α+

k son los coeficientes de los polinomios p y p+ respectivamente.

DEFINICIÓN 1.14. Sea (wi)∞i=0 una sucesión de vectores linealmente independientes y V el
espacio vectorial infinito-dimensional engendrado por dichos vectores: V = span{wi : i ≥ 0}. Sea
T el operador desplazamiento a la derecha T : V → V definido por Twi = wi+1 para todo i ≥ 0.

Para terminar esta sección definiremos una base especial
{
wi
}∞
i=1

de V dependiendo de la
sucesión d. Además, si d crece suficientemente rápido, probaremos que existe un isomorfismo
(algebraico) entre span

{
wi : 1 ≤ i ≤ N

}
y span

{
ei : 1 ≤ i ≤ N

}
para todo N ∈ N (nótese que

aun no hemos dotado al espacio V de una norma).
Consideremos 0 = ξ0 < ν1 + h1

∑M(ν1)
j=1 cj1 = ξ1 < ν2 + h2

∑M(ν2)
j=1 cj2 = ξ2 < . . . . Los conjuntos

{0}, (ξn−1, ξn] (n = 1, 2, 3, . . . ) forman una partición de N. Si d crece suficientemente rápido
entonces cada intervalo (ξn−1, ξn] se puede dividir en unión disjunta de los conjuntos no vaćıos
(ξn−1, nan] y (nan, ξn]. Pero (ξn−1, nan] es la unión disjunta de los siguientes conjuntos

(ξn−1, an) ∪ [an, an + ξn−1] ∪ (an + ξn−1, 2an)

∪ [2an, 2an + ξn−2] ∪ (2an + ξn−2, 3an)
...

∪ [ran, ran + ξn−r+1] ∪
(
(r − 1)an + ξn−r+1, ran

)
...

∪ [(n− 1)an, (n− 1)an + ξ1] ∪
(
(n− 1)an + ξ1, nan

)
∪ {nan}.

Denotaremos G1 =
⋃n
r=1G

(r,n)
1 donde G(r,n)

1 = [ran, ran + ξn−r] y, aśı mismo escribimos G2 =(⋃n
r=2G

(r,n)
2

)
∪ (ξn−1, an) donde G(r,n)

2 =
(
(r − 1)an + ξn−r+1, ran

)
. Aśı

(ξn−1, nan] = G1 ∪G2.
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Por otro lado, (nan, ξn] también es la unión disjunta de los conjuntos

(
nan, (an + bn)

)
∪ [(an + bn), nan + bn]

∪
(
nan + bn, 2(an + bn)

)
∪ [2(an + bn), nan + 2bn]

∪
(
nan + 2bn, 3(an + bn)

)
∪ [3(an + bn), nan + 3bn]

...

∪
(
nan + (r − 1)bn, r(an + bn)

)
∪ [r(an + bn), nan + rbn]

...

∪
(
nan + (n− 1)bn, νn

)
∪ {νn}

∪ (νn, ξn].

Denotaremos G3 =
⋃n
r=1G

(r,n)
3 donde G(r,n)

3 =
(
nan + (r − 1)bn, r(an + bn)

)
y G4 =

⋃n
r=1G

(r,n)
4

donde G(r,n)
4 = [r(an + bn), nan + rbn]. Aśı

(ξn−1, nan] = G3 ∪G4 ∪ (νn, ξn].

Además, el intervalo (νn, ξn] se divide también en unión de intervalos disjuntos (si d crece sufi-
cientemente rápido) de la siguiente forma:

(νn, cn) ∪ [cn, cn + νn] ∪ (cn + νn, 2cn)

∪ [2cn, 2cn + νn] ∪ (2cn + νn, 3cn)
...

∪ [p(cn), p(cn) + νn] ∪
(
p(cn) + νn, p

+(cn)
) (

p ∈ Λn, p ∈ Λn ∪
{

0
}

resp.
)

...

∪ [p̂(cn), ξn].

Denotaremos G(n)
5 =

⋃
p∈Λn

d=gr(p)
[p(cn), p(cn) + νn] y G(n)

6 =
⋃

p∈Λn∪{0},
p<p̂, d=gr(p)

(
p(cn) + νn, p

+(cn)
)
. Aśı

(νn, ξn] = G
(n)
5 ∪G(n)

6 .

Teniendo en mente esta partición de N, daremos el lema principal de esta sección. Sea F =
span

{
ei : i ≥ 0

}
el espacio vectorial generado por los vectores básicos (ei)i≥0, el cual es obviamente

denso en `1, y para cada n ≥ 0, consideramos el subespacio (n+1)-dimensional Fn = span
{
ei :

0 ≤ i ≤ n
}

.
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LEMA 1.15. Si una sucesión d crece suficientemente rápido entonces existe un isomorfismo
algebraico θ : F → V con las siguientes propiedades:
(1.15.0) θ(e0) = w0.
(1.15.1) Si los enteros r, n, i satisfacen 1 ≤ r ≤ n, i ∈ G(r,n)

1 entonces

θ(ei) = an−r(wi − wi−ran) (con a0 = 1).

(1.15.2) Si los enteros r, n, i satisfacen 2 ≤ r ≤ n, i ∈ G(r,n)
2 (respectivamente, n ≥ 1, i ∈

(ξn−1, an)), entonces
θ(ei) = 2(h−i)/√an · wi,

donde h = (r − 1
2 )an (respectivamente, h = 1

2an)
(1.15.3) Si los enteros r, n, i satisfacen 1 ≤ r ≤ n, i ∈ G(r,n)

3 , entonces

θ(ei) = 2(h−i)/
√
bn · wi,

donde h = (r − 1
2 )bn.

(1.15.4) Si los enteros r, n, i satisfacen 1 ≤ r ≤ n, i ∈ G(r,n)
4 , entonces

θ(ei) = wi − bnwi−bn .

(1.15.5) Si para algún polinomio p ∈ Λn se tiene que i ∈ G(n)
5 , sea d = gr(p). Entonces

θ(ei) = 21−|p| · cn
(
wi − p̄d,νn(T )wi−cdn

)
,

donde T es el operador desplazamiento a la derecha unilateral (definido en 1.14).
(1.15.6) Si p < p̂n, p ∈ Λn ∪

{
0
}

y i ∈ G(n)
6 , entonces

θ(ei) = 2(h−i)/cJ(p)−1/2
n · wi,

donde h = (p(cn) + p+(cn))/2 y J(p) está dado como en la definición 1.13.

Demostración. Si d crece suficientemente rápido, entonces N se descompone en unión disjunta
de los conjuntos (no vaćıos) considerados en el enunciado del lema. Por otra parte, θ(ei) =∑i
j=0 λijwj con λii 6= 0 para todo i ∈ N. Por tanto, la matriz asociada a θ es triangular superior

cuyos elementos en la diagonal principal son todos no nulos y aśı, θ es isomorfismo (algebraico). �

NOTA 1.16. Además, span
{
wi : 0 ≤ i ≤ n

}
= θ
(
span

{
ei : 0 ≤ i ≤ n

})
= Fn para todo n ≥ 0.

Por tanto, identificaremos V con el subespacio denso F de `1 mediante el isomorfismo θ.

Si x =
∑N
i=0 λiwi ∈ F , denotaremos |x| =

∑N
i=0 |λi|. Aśı

(
V, | · |

)
es un espacio normado.

Sea In : (Fn, | · |) −→ (Fn, ‖ · ‖) n ≥ 0, la aplicación definida por In(wi) = ei, 0 ≤ i ≤ n

y Bn =
(
βij
)n
i,j=1

la matriz correspondiente a esta aplicación. Observamos que si n = µm (
respectivamente n = νm o n = ξm) para algún m ∈ N, entonces la norma ‖ · ‖ en Fn sólo depende
del espacio `1, de la elección de m, y {ai}mi=1, {bi, ci : 1 ≤ i ≤ m − 1} (respectivamente m,
{ai, bi : 1 ≤ i ≤ m}, {ci}m−1

i=1 o {ai, bi, ci : 1 ≤ i ≤ m}). Por ejemplo, si d crece suficientemente
rápido entonces Bµm es triangular superior con los elementos de la diagonal principal no nulos. Por
tanto el determinante de (Bµm) es menor o igual que 2am . En general, si d crece suficientemente
rápido entonces el determinante de (Bdk) es menor o igual que 2dk .

Tenemos el siguiente lema.
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LEMA 1.17. Si la sucesión d crece suficientemente rápido entonces existen funciones

M1,M2,M3 : N× N −→ N

tales que para todo m ∈ N

max
{
‖Iµm‖, ‖I−1

µm‖
}
≤M1(m, am) (1.17.1)

max
{
‖Iνm‖, ‖I−1

νm‖
}
≤M2(m, bm) (1.17.2)

max
{
‖Iξm‖, ‖I−1

ξm
‖
}
≤M3(m, cm) (1.17.3)

donde ‖Im‖ = sup‖u‖=1 ‖Imu‖1.

NOTA 1.18. La aplicación T : wi → wi+1 (i ≥ 0) se considerará como una aplicación en F .
El trabajo consistirá en probar que, si la sucesión d crece suficientemente rápido, entonces este
operador es cont́ınuo y se extiende con continuidad a un operador hiperćıclico en `1.
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2. Definiciones de algunos operadores en F

En esta sección definimos algunas proyecciones sobre el espacio F que son fundamentales para
obtener el resultado perseguido en este trabajo: la hiperciclicidad de todo vector no nulo del
espacio.

DEFINICIÓN 2.1. Sea Qm (m ≥ 1) la proyección F → Fµm tal que

Qm(ej) =


ej , 0 ≤ j ≤ µm,

ej−ran+(r−n+m)am , j ∈ G(r,n)
1 , 0 < n−m < r ≤ n,

0, en otro caso.

La proyección Qm está bien definida puesto que j−ran+(r−n+m)am ∈ G(r−n+m,m)
1 ⊂ [0, µm].

DEFINICIÓN 2.2. Sea R◦m (m ≥ 1) la proyección F → Fξm tal que

R◦m(ej) =


ej , 0 ≤ j ≤ ξm,

−an−rwj−ran , j ∈ G(r,n)
1 , 0 < n−m < r ≤ n,

0, en otro caso.

y sea Q◦m = (I − πS) ◦R◦m donde S =
{
ei : µm < i ≤ ξm

}
e I es la aplicación identidad.

Por la Nota 1.16, la proyección R◦m está bien definida pues j − ran ∈ [0, ξn−r] ⊂ [0, ξm].

NOTA 2.3. Sea S = {ei : µm < i ≤ ξm}. De la Definición 2.2,

Q◦m(ej) =


ej , 0 ≤ j ≤ µm,

−an−r
(
I − πS

)
wj−ran , j ∈ G(r,n)

1 , 0 < n−m < r ≤ n,
0, en otro caso.

Como θ
(
span{ei : 0 ≤ i < am}

)
= span{wi : 0 ≤ i < am} entonces wj−ran =

∑am−1
k=0 αkek;

además j−ran ≤ ξn−r < am < µm. Ahora por 1.7 se tiene que πS
(
wj−ran

)
= πS

(∑am−1
k=0 αkek

)
=

0. Por tanto,

Q◦m(ej) =


ej , 0 ≤ j ≤ µm,

−an−rwj−ran , j ∈ G(r,n)
1 , 0 < n−m < r ≤ n,

0, en otro caso.
Aśı, Q◦m es una proyección F → Fµm y está bien definida. Además, se obtiene facilmente que
R◦m −Q◦m = πS ◦R◦m = πS .

DEFINICIÓN 2.4. Sea Pn,m (m > n ≥ 1) el operador τnm ◦Qm donde

τnm : Fµm → Fµm con τnm(wj) =
{
wj , 0 ≤ j < (m− n)am,
0, (m− n)am ≤ j ≤ mam.
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3. Lemas preliminares

LEMA 3.1. ‖Qm‖ = 1 para todo m.

Demostración. Puesto que ‖Qm(ej)‖ = 1 o 0 para todo j, y la norma de la proyección Qm sobre
`1 es supj ‖Qm(ej)‖ se sigue el resultado. �

LEMA 3.2. Si d crece suficientemente rápido entonces ‖Q◦m‖ < am y ‖R◦m‖ < am para todo m.

Demostración. R◦m(ej) es ej o 0 a menos que j ∈ G
(r,n)
1 con 0 < n − m < r ≤ n; además

ξn−r ≤ ξm−1. Por tanto se tiene que

‖R◦m(ej)‖ =an−r‖wj−ran‖ ≤ am−1‖wj−ran‖
=am−1‖I−1

ξm−1
(ej−ran)‖

≤am−1 ·M3(m− 1, cm−1) < am (por (1.17.3))

si d crece suficientemente rápido. Además ‖Q◦m‖ ≤ ‖I − πS‖ · ‖R◦m‖ = ‖R◦m‖ lo cual concluye la
prueba. �

LEMA 3.3. Si d crece suficientemente rápido entonces ‖Pnm‖, ‖τnm‖ y ‖Qn◦Pnm‖ son menores
o iguales que an ·M3(n, cn) < an+1 para todo 1 ≤ n < m.

Demostración. Puesto que Pnmei = τnmQmei y, por 2.1, Qm(ei) es cero o ej para algún j ∈ [0, µm]
entonces supi ‖Pnmei‖ ≤ max0≤j≤µm ‖τnmej‖. Ahora de (1.15), (2.4) se tiene que para todo
j ∈ [0, µm],

τnm(ej) =



τnm
(
am−r(wj − wj−ram)

)
j ∈ G(r,m)

1 , 0 < r ≤ m, j ≥ (m− n)am,

ej si j < (m− n)am cumple (1.15.1) o (1.15.2),

0 si j ≥ (m− n)am cumple (1.15.2).

=



−am−rwj−ram j ∈ G(r,m)
1 , m− n ≤ r ≤ m,

ej si j < (m− n)am cumple (1.15.1) o (1.15.2),

0 si j ≥ (m− n)am cumple (1.15.2).
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Por tanto,

max
j
‖τnmej‖ ≤ max

(
1, sup

j∈G(r,m)
1

m−n≤r≤m

am−r‖wj−ram‖
)

≤ max
{

1,
(
an · max

i∈[0,ξn]

∥∥wi‖)}
≤ max

{
1,
(
an · max

i∈[0,ξn]

∥∥I−1
ξn

(ei)‖
)}

≤ an ·M3(n, cn) (por (1.17.3))

Luego si d crece suficientemente rápido entonces,

sup ‖Pnmei‖ ≤ an ·M3(n, cn) < an+1

para todo n ∈ N. Puesto que Qm se comporta como la identidad en el dominio Fµm de τnm
entonces, ‖τnm‖ ≤ ‖τnm ◦Qm‖ = ‖Pnm‖. Por otro lado, para el operador Qn ◦ Pnm se tiene que

sup
i
‖Qn

(
Pnm(ei)

)
‖ ≤ ‖Qn‖ · an ·M3(n, cn)

= an ·M3(n, cn) (por 3.1)
< an+1

siempre que d crezca suficientemente rápido. �

Los operadores definidos en las secciones anteriores son absolutamente cont́ınuos y por tanto se
extienden con continuidad a `1. Abusando de la notación, para el resto del trabajo los denotaremos
de igual forma.
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4. Estimación de ‖T‖

En esta sección, si d crece suficientemente rápido, obtenemos la acotación de la norma del operador
T y estudiamos su comportamiento sobre la base canónica {ei : i ≥ 0} de `1.

DEFINICIÓN 4.1. Un operador lineal acotado T : X → Y se dice nuclear si existen sucesiones
(x∗n)n ⊆ X∗ e (yn)n ⊆ Y tales que

(i)
∞∑
n=0

‖x∗n‖ · ‖yn‖ <∞

(ii) T (x) =
∞∑
n=0

x∗n(x)yn ∀x ∈ X.

La norma de un operador nuclear T se define como

‖T‖nuc = inf
x∗n∈X∗
yn∈Y

{ ∞∑
n=0

‖x∗n‖ · ‖yn‖

}
.

LEMA 4.2. Sea η > 0. Si d crece suficientemente rápido entonces ‖T‖ ≤ 1 + η. Más aun,
existen dos subconjuntos R y S de N no vaćıos de modo que T = TS + TR siendo TS = T ◦ πS un
operador desplazamiento a la derecha unilateral con peso tal que ‖TS‖ ≤ 1 + 1

2η, y TR = T ◦ πR
un operador nuclear con ‖TR‖ ≤ 1

2η.

Demostración. Consideramos los conjuntos

R0 = {0},
R1 =

{
ran + ξn−r : 1 ≤ r ≤ n

}
, R2 =

{
ran − 1 : 1 ≤ r ≤ n

}
,

R3 =
{
r(an + bn)− 1 : 1 ≤ r ≤ n

}
, R4 =

{
nan + rbn : 1 ≤ r ≤ n

}
,

R5 =
{
p(cn) + νn : p ∈ Λn, d=gr(p)

}
, R6 =

{
p+(cn)− 1 : p ∈ Λn, d=gr(p)

}
.

Con la notación dada en 1.15, definimos para cada n ∈ N, los conjuntos Si = Gi\Ri i = 1, 2, . . . , 6
(donde hemos denotado G

(n)
5 = G5 y G

(n)
6 = G6) y R =

⋃6
i=0Ri, S =

⋃6
i=1 Si. Si d crece

suficientemente rápido, entonces R
⋃
S = N y R

⋂
S = ∅. Además, estos conjuntos se definen aśı

para estudiar el comportamiento del operador T actuando sobre los vectores básicos (ei)i≥0 de `1

usando el Lema 1.15; recordemos que Twi = wi+1, i ≥ 0. Estudiamos diferentes casos.

Caso 4.2.0. Supongamos que i = 0 ∈ R0 entonces w0 = e0, Te0 = w1 = 2(1−a1
2 )/
√
a1 · e1; por

tanto
‖Te0‖ = 2(1−a1

2 )/
√
a1 < 1

2η
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si d crece suficientemente rápido. Nótese que la identidad e1 = 2(
a1
2 −1)/

√
a1w1 proviene de (1.15.2)

y por tanto, estamos suponiendo que 1 ∈ (0, a1), es decir, a1 > 1. Esto no supone pérdida de
generalidad pues exigimos durante todo el trabajo que la sucesión d crezca rapidamente.

Caso 4.2.1. Supongamos que i ∈ S1 entonces,

Tei = T
(
an−r · (wi − wi−ran)

)
= an−r · (wi+1 − wi−ran+1)
= ei+1

puesto que i+ 1 e i− ran + 1 cumplen (1.15.1). Aśı ‖Tei‖ = 1 < 1 + 1
2η.

Caso 4.2.2. Supongamos que i ∈ S2 entonces,

Tei = T
(
2
h−i√
an · wi

)
= 2

h−i√
an · wi+1

= 2
h−i√
an 2

i+1−h√
an · ei+1 (puesto que i+ 1 cumple (1.15.2))

= 2
1√
an ei+1.

Por tanto ‖Tei‖ = 2
1√
an < 1 + 1

2η si d crece suficientemente rápido.

Caso 4.2.3. Supongamos que i ∈ S3 entonces,

Tei = T
(
2
h−i√
bn · wi

)
= 2

h−i√
bn · wi+1

= 2
1√
bn ei+1

puesto que i+1 cumple (1.15.3). Luego ‖Tei‖ = 2
1√
bn < 1+ 1

2η si d crece suficientemente rápido.

Caso 4.2.4. Supongamos que i ∈ S4 entonces,

Tei = T (wi − bnwi−bn)
= wi+1 − bnwi+1−bn

= ei+1

puesto que i+ 1 cumple (1.15.4). Evidentemente ‖Tei‖ = 1 < 1 + 1
2η.
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Caso 4.2.5. Supongamos que i ∈ S5 entonces,

Tei = T
(
21−|p| · cn(wi − p̄d,νn(T )wi−cdn

)
= 21−|p| · cn(wi+1 − p̄d,νn(T )wi−cdn+1)
= ei+1

puesto que i+ 1 verifica (1.15.5); obviamente ‖Tei‖ = 1 < 1 + 1
2η.

Caso 4.2.6. Supongamos que i ∈ S6 entonces,

Tei = 2(h−i)/cJ(p)−1/2
n Twi

= 21/cJ(p)−1/2
n ei+1

puesto que i+ 1 verifica (1.15.6). Además se cumple que J(p) ≥ 1. Por tanto,

‖Tei‖ = 21/cJ(p)−1/2
n

≤ 21/
√
cn

< 1 + 1
2η

si d crece suficientemente rápido. Luego T ◦πS es un operador desplazamiento con peso que aplica

ei en δiei+1 con max |δi| = 2
1√
a1 < 1 + 1

2η, si d crece suficientemente rápido. En consecuencia,

‖T ◦ πS‖ ≤ 1 + 1
2η.

Por otro lado, si consideramos i ∈ R la expresión del operador T ◦ πR actuando sobre los
vectores básicos de `1 es más elaborada. Hemos estudiado en los casos anteriores que si i cumple
la propiedad (1.15.k) (k = 1, 2, 3, 4, 5, 6) entonces i+ 1 también cumple la misma propiedad. Los
casos que estudiaremos ahora son aquellos en los que i cumple la propiedad (1.15.k) pero i + 1
cumple otra distinta.

Caso 4.2.7. Supongamos que i ∈ R1. Estudiaremos los casos r < n y r = n debido a la
distinción realizada en (1.15.2). En primer lugar si tomamos r < n,

Tei = T
(
an−r(wi − wi−ran)

)
= an−r(wi+1 − wi+1−ran)

= an−r
(
2
i+1−h√

an ei+1 − wi+1−ran
)

(de (1.15.2))

= an−r
(
2
ξn−r+1− 1

2an√
an ei+1 − wξn−r+1

)
, (puesto que h = (r + 1

2 )an y ξn−r = i− ran).

Veamos el caso r = n; como i = nan = µn entonces i + 1 = nan + 1, que cumple (1.15.3) y
h = 1

2bn. Luego

wi+1 = 2
i+1−h√

bn · ei+1 = 2
nan+1− 1

2 bn√
bn · ei+1.
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Por tanto,

Tei = an−r
(
ε1ei+1 − wi+1−ran

)
donde ε1 = ε1(n, r) =

 2
ξn−r+1− 1

2an√
an r < n,

2
nan+1− 1

2 bn√
bn r = n.

Nos queda poner wi+1−ran en función de ei+1−ran . Puesto que i ∈ R1 se tiene que i − ran +
1 = ξn−r + 1, 1 ≤ r ≤ n. Luego ξn−r + 1 ∈

⋃n
k=1(ξk−1, ak) por (1.15.2). En particular, si

N ≥ 1, k ∈ (ξN−1, aN ) entonces ek = 2(h−k)/
√
aNwk, h = 1

2aN .
En nuestro caso k = ξn−r + 1, aśı que si N = n − r + 1 entonces ξN−1 = ξn−r y, por tanto,
i ∈ (ξn−r, an−r+1). Luego

wξn−r+1 = 2
ξn−r+1−h√
an−r+1 eξn−r+1 con h = 1

2an−r+1.

Aśı Tei = an−r
(
ε1ei+1 − ε2eξn−r+1

)
donde

ε2 = 2
ξn−r+1− 1

2an−r+1√
an−r+1

ε1 =

 2
ξn−r+1− 1

2an√
an r < n,

2
nan+1− 1

2 bn√
bn r = n.

En consecuencia,

‖Tei‖ ≤ an−rε2

(
‖ei+1‖+ ‖eξn−r+1‖

)
= an−r2 · ε2

< 1
2η

si d crece suficientemente rápido.

Caso 4.2.8. Supongamos que i ∈ R2. De (1.15.2), 1 ≤ r < n,

Tei = T
(
2
h−i√
an wi

)
= 2

h−i√
an wi+1

= 2
h−i√
an wran

= 2
1−an/2√

an wran .
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Como i = ran − 1 entonces i+ 1 cumple (1.15.1), por tanto

ei+1 = an−r
(
wi+1 − wi+1−ran

)
= an−r

(
wi+1 − w0

)
= an−r

(
wran − w0

)
.

Como w0 = e0, entonces

wi+1 = wran = e0 +
1

an−r
ei+1. (4.2.0)

Por tanto, ‖wran‖ ≤ 2 y aśı

‖Tei‖ ≤ 2 · 2
1−an/2√

an < 1
2η

si d crece suficientemente rápido.

Caso 4.2.9. Supongamos que i ∈ R3 con 1 ≤ r ≤ n. Por (1.15.3)

Tei = T
(
2
h−i√
bn wi

)
= 2

h−i√
bn wi+1 con h = (r + 1

2 )bn.

En este caso, i+ 1 (= r(an + bn)) cumple (1.15.4) y por tanto

Tei = 2−
ran+bn/2−1√

bn · wr(an+bn)

= ε̃1 · wr(an+bn).

Si escribimos k = i+ 1, de (1.15.4), se tiene que ek = wk − bnwk−bn . Luego,

wk = ei+1 + bnwk−bn

= ek + bnek−bn + b2nwk−2bn

= ek + bnek−bn + b2nwk−2bn + b3nwk−3bn

= . . .

=
r−1∑
j=0

bjnek−jbn + brnwk−rbn .

Puesto que k − rbn = ran por (4.2.0), se concluye que

wi+1 =
r−1∑
j=0

bjnek−jbn + brn
(
e0 +

1
an−r

eran
)
.
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Obsérvese que si d crece suficientemente rápido entonces,

ε̃1 ·
( r−1∑
j=0

bjn + brn

(
1 +

1
an−r

))
< 1

2η.

Caso 4.2.10. Supongamos que i ∈ R4. Puesto que i ∈ R4 entonces, por (1.15.4)

Tei = T
(
wi − bnwi−bn

)
= wi+1 − bnwi+1−bn

De nuevo distinguimos los casos r < n y r = n. Para el caso r < n, como i = nan + rbn entonces
i+ 1 ∈ S3 por (1.15.3); aśı que

ei+1 = 2
h−i−1√

bn wi+1 h = (r + 1
2 )bn.

Luego

wi+1 = 2
i+1−rbn−bn/2√

bn ei+1

= 2
nan+1−bn/2√

bn ei+1.

Pero si r = n entonces i = n(an + bn) = νn, y por (1.15.6), i + 1 = νn + 1 ∈ (νn, cn), h = cn
2 y

J(p) = J(0) = 1. Por tanto

wi+1 = 2
νn+1−cn/2√

cn ei+1.

Puesto que i+ 1− bn (= nan + 1 + (r − 1)bn, 1 ≤ r ≤ n) cumple (1.15.3), entonces

wi+1−bn = 2
nan+1+(r−1)bn−(r−1/2)bn√

bn · ei+1−bn

= 2
nan+1−bn/2√

bn ei+1−bn .

En definitiva,

‖Tei‖ = ‖ε1ei+1 − bnε2ei+1−bn‖ donde ε2 = 2
nan+1−bn/2√

bn , ε1 =

{
ε2 r < n,

2
νn+1−cn/2√

cn r = n.

De este modo tenemos que ‖Tei‖ < 1
2η si d crece suficientemente rápido.

Caso 4.2.11. Supongamos que i ∈ R5. Entonces i = p(cn) + νn para algún p ∈ Λn. Por tanto,

Tei = 21−|p|cnT
(
wi − p̄d,νn(T )wi−cdn

)
= 21−|p|cn

(
wp(cn)+νn+1 − p̄d,νn(T )wp(cn)+νn+1−cdn

)
= 21−|p|cn

(
wp(cn)+νn+1 −

νn∑
k=1

αkw1+p(cn)+νn−cdn+k

)
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donde p̄d,νn(t) =
∑νn
k=1 αkt

k y d es el grado de p. Como |p̄d,νn | ≤ 1, entonces

‖Tei‖ ≤ cn
(
‖wp(cn)+νn+1‖+ max

0≤k≤νn
‖w1+p(cn)+νn−cdn+k‖

)
. (4.2.1)

Ahora, aplicando (1.15), (1.12) se tiene que para todo p ∈ Λn ∪ {0},

‖wp(cn)+νn+1‖ =

{
2(1−ξn−an+1/2)/

√
an+1 , p = p̂n,

2(1+νn−(p+(cn)−p(cn))/2)/cJ(p)−1/2
n , p < p̂n,

≤ 2−
√
cn/3 (por (1.12.2)) (4.2.2)

si d crece suficientemente rápido. De forma similar, si tomamos el polinomio q(t) = p(t)−td ∈ Λn∪
{0} por (1.15.6), obtenemos er para cada r ∈ (q(cn)+νn, q+(cn)) ⊇ (1+q(cn)+νn, 1+q(cn)+2νn)
(q+(cn)− q(cn) ≥ cn si d crece suficientemente rápido). Por tanto, para cada 0 ≤ k ≤ νn

‖w1+p(cn)+νn−cdn+k‖ = 2(1+k+νn+(q(cn)−q+(cn))/2)/cJ(q)−1/2
n

≤ 2−
√
cn/3 (4.2.3)

si d crece suficientemente rápido. Luego aplicando (4.2.1),(4.2.2) y (4.2.3) se tiene que

‖Tei‖ ≤ 2cn · 2−
√
cn/3 < 1

2η (4.2.4)

para todo n ∈ N y d creciendo suficientemente rápido.

Caso 4.2.12. Supongamos que i ∈ R6 entonces i = p+(cn)−1 para algún p ∈ Λn. Por (1.15.6),
(1.12.2),

Tei = 2
1+(p(cn)−p+(cn))/2

c
J(p)−1/2
n · wp+(cn),

y

‖Tei‖ = 2(1+(p(cn)−p+(cn))/2)/(cJ−1/2
n ) · ‖wp+(cn)‖ (J = J(p))

≤ 2(1− 3
4 c
J
n)/(cJ−1/2

n ) · ‖wp+(cn)‖. (4.2.5)

Ahora daremos una cota superior de maxΛn

{
‖wp(cn)‖

}
. Para ello generalizaremos ligeramente la

estimación que se pretende obtener. Denotamos

Lr = max
{
‖wj‖ : j ∈ G(n)

5 , p ∈ Λn ∪ {0}, |p| = r
}
. (4.2.6)

De (1.17.2) se tiene que

L0 = max
{
‖wj‖ : j ∈ G(n)

5 , p ∈ Λn ∪ {0}, |p| = 0
}

= max
{
‖wj‖ : j ∈ [0, νn]

}
≤M2(n, bn).
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Por otro lado si gr(p)= d, |p| = r > 0, entonces para todo j ∈ G(n)
5 , (1.15.5) da que

wj = c−1
n · 2r−1ej + p̄d,νn(T )wj−cdn

‖wj‖ ≤ c−1
n · 2r−1 + ‖p̄d,νn(T )wj−cdn‖.

Puesto que |p̄d,νn | ≤ 1, gr(p̄d,νn)≤ νn y j − cdn ∈ [p(cn)− cdn, p(cn)− cdn + νn], entonces

p̄d,νn(T )wj−cdn ∈ ∆
{
wk : k ∈ [q(cn), q(cn) + 2νn]

}
donde ∆ denota la envolvente absolutamente convexa y q(t) = p(t)− td, |q| = r− 1. Aśı que para
todo j ∈ G(n)

5

‖wj‖ ≤ c−1
n · 2r−1 + max

(
Lr−1,max

{
‖wk‖ : k ∈

(
q(cn) + νn, q(cn) + 2νn

]})
.

Nótese que Lr−1 cubre los casos k ∈ [q(cn), q(cn) + νn]. Por (1.15.6), el último máximo de la
parte derecha de la igualdad anterior es menor que 1 si d crece suficientemente rápido; por tanto,

Lr ≤ c−1
n · 2r−1 + max

(
Lr−1, 1

)
.

Hemos visto que L0 ≤M2(n, bn); por otro lado

L1 ≤ c−1
n · 20 + max

(
L0, 1

)
≤ c−1

n +M2(n, bn),

L2 ≤ c−1
n · 21 + max

(
L1, 1

)
≤ c−1

n · 2 + c−1
n · 20 +M2(n, bn).

...

Aśı,

Lr ≤ c−1
n

( r−1∑
k=0

2k
)

+M2(n, bn)

≤M2(n, bn)
(
1 + 2rc−1

n

)
(si d crece suficientemente rápido)

≤M2(n, bn)
(
1 + 2hn·M(νn)c−1

n

)
(ya que r = |p| ≤ |p|∞ · gr(p) ≤ hn ·M(νn))

≤M2(n, bn)
(
1 + 2(log2 c

2
n+1)·M(νn)c−1

n

)
(ya que hn = E(2 log2 cn) ≤ log2 c

2
n + 1)

= M2(n, bn)
(
1 + 2M(νn)·log2(c2n) · 2M(νn) · c−1

n

)
= M2(n, bn)

(
1 + c2M(νn)

n · 2M(νn) · c−1
n

)
≤M2(n, bn)

(
1 +

c
2M(νn)
n

2

)
(si d crece suficientemente rápido)

≤M2(n, bn)c2M(νn)
n . (4.2.7)
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Por tanto de (4.2.5),(4.2.6) y (4.2.7) se tiene que

‖Tei‖ ≤ 2(1− 3
4 c
J
n)/cJ−1/2

n ‖wp+(cn)‖ (J = J(p))

≤ 2(1− 3
4 c
J
n)/cJ−1/2

n M2(n, bn)c2M(νn)
n

< 1
2η

para todo n ∈ N y d creciendo suficientemente rápido.

Puesto que los casos estudiados son todos los posibles, concluimos que si d crece suficientemente
rápido y η > 0 entonces ‖T ◦ πR‖ ≤ 1

2η y ‖T ◦ πS‖ ≤ 1 + 1
2η. Por tanto

T = TS + TR = (Operador desplazamiento derecha con peso) + (Operador nuclear).

Obsérvese que la perturbación del operador T ◦ πR posee norma nuclear pequeña. Escribimos
T ◦ πR como una suma infinita de operadores de rango finito

∑∞
i=0 y

∗
i ⊗ ei, en la topoloǵıa fuerte

de operadores, donde el tensor elemental y∗i ⊗ ei actúa de la siguiente forma:

(y∗i ⊗ ei)(ek) = y∗i (ek)ei
= e∗i (T ◦ πR(ek))ei.

Además, para cada i ≥ 0 se tiene que

‖y∗i ‖ = sup
j≥0

∣∣e∗i (T ◦ πR(ej))
∣∣ = βi

donde e∗i ∈ `∞ y cada valor βi se deduce de los casos estudiados anteriormente, i ∈ R. Si
consideramos el operador T ◦ πR como una matriz infinita (tij)∞i,j=0 y escribimos

(
T ◦ πR

)
(i)

para

la i-ésima fila de esta matriz, entonces
(
T ◦ πRx

)
i

= 〈
(
T ◦ πR

)
(i)
, x〉 con x ∈ `1 y

T ◦ πRx =
∞∑
i=0

〈(
T ◦ πR

)
(i)
, x
〉
ei.

Aśı, una representación nuclear del operador T ◦ πR es
∑∞
i=0

(
T ◦ πR

)
(i)
⊗ ei. Por tanto,

‖T ◦ πR‖ ≤ ‖T ◦ πR‖nuc =
∞∑
i=0

‖
(
T ◦ πR

)
(i)
‖ · ‖ei‖

=
∞∑
i=0

‖
(
T ◦ πR

)
(i)
‖

=
∞∑
i=0

βi

<
1
2
η,

si d crece suficientemente rápido. Por tanto ‖T‖ ≤ (1 + 1
2η) + 1

2η = 1 + η como se queŕıa
probar. �
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5. Comportamiento de ciertas potencias de T

En esta sección probaremos que si d crece suficientemente rápido entonces para cada n ∈ N y
k = k(n) ∈ N el operador iterado T c

k
n está acotado en `1 \ Fξn .

LEMA 5. Sea η > 0. Si d crece suficientemente rápido entonces para todo n ∈ N, 1 ≤ k ≤
M(νn),

‖T c
k
n ◦ (I −R◦n)‖ ≤ 1 + η. (5.0.1)

Demostración. Para probar (5.0.1) veamos que para todo n, i,

‖T c
k
n ◦ (I −R◦n)ei‖ ≤ 1 + η.

Como en el Lema 4, consideraremos algunos casos.

Caso 0. 0 ≤ j ≤ ξn. Entonces (I −R◦n)ej = 0 y por tanto ‖T ckn ◦ (I −R◦n)ej‖ = 0.

Caso 1. Para algún m > n, 1 ≤ r ≤ m, j ∈ G(r,m)
1 . Consideraremos dos subcasos: m− n < r

y m− n ≥ r.
Si m − n < r entonces R◦n(ej) = −am−rwj−ram por (2.2). Luego (I − R◦n)ej = am−rwj y aśı

T c
k
n ◦(I−R◦n)ej = am−rwj+ckn . Además j+ckn ≥ ram+ckn > ram+ξm−r si d crece suficientemente

rápido (pues m− r < n). Aśı, para algún 0 ≤ α < ckn podremos escribir

‖wj+ckn‖ = ‖Tα(wram+ξm−r+1)‖ ≤ 2α · ε1

donde, como en el caso 4.2.7 del Lema 4,

ε1 = ε1(m, r) =

 2
ξm−r+1− 1

2am√
am r < m,

2
mam+1− 1

2 bm√
bm r = m.

(5.1.1)

Por tanto, ε1 < 2−
√
am
4 para todo 1 ≤ r ≤ m si d crece suficientemente rápido. Aśı

‖T c
k
n ◦ (I −R◦n)ej‖ ≤ am−r · 2c

k
n · 2−

√
am
4

< η

con k ≤M(νn) para todo m > n y d creciendo suficientemente rápido.
Si m− n ≥ r entonces por (2.2), R◦nej = 0. Luego

T c
k
n ◦ (I −R◦n)ej = T c

k
nej

= am−r(wj+ckn − wj−ram+ckn
).
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Por otro lado, si j + ckn ≤ ram + ξm−r, entonces la parte de la derecha de la última igualdad
es ej+ckn y si j + ckn > ram + ξm−r entonces tenemos que

am−rT
α(wram+ξm−r+1 − wξm−r+1) = am−rT

α(ε1eram+ξm−r+1 − ε2eξm−r+1)

para algún α ∈ [0, ckn) donde, como en el caso 4.2.7 del Lema 4 y (5.1.1),

ε1 = 2
ξm−r+1− 1

2am√
am

< 2
−√am

4

y

ε2 = 2
ξm−r+1− 1

2am−r+1√
am−r+1

< 2
−√am−r+1

4

con r < m y si d crece suficientemente rápido. Aśı,

‖T c
k
nej‖ ≤ am−r · 2α(ε1 + ε2)

≤ am−r · 2c
M
n
(
2
−√am−r+1

4 + 2
−√am

4
)

(M = M(νn))
< η

para todo m, r tales que m− r ≥ n y d creciendo suficientemente rápido. Luego el Caso 1 queda
completo y, por tanto, ‖T ckn ◦ (I −R◦n)ej‖ < η.

Caso 2. Si para algún m > n se tiene que i cumple (1.15.2), es decir, i ∈ (ram+ξm−r, (r+1)am)
(respectivamente, i ∈ (ξm−1, am)) con 1 ≤ r < m entonces, R◦nei = 0 por (2.2), y por (1.15.2),

ei = 2
h−i√
am · wi

donde h = (r + 1
2 )am (respectivamente, h = 1

2am). Aśı que

T c
k
n ◦ (I −R◦n)ei = T c

k
nei

= 2
h−i√
am · wi+ckn . (5.1.2)

Si i+ ckn < (r+ 1)am (respectivamente, i+ ckn < am) entonces (5.1.2) es 2
ckn√
am · ei+ckn . Por tanto,

‖T c
k
n ◦ (I −R◦n)ei‖ = 2

ckn√
am < 1 + η
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para todo m > n, k ≤M(νn) si d crece suficientemente rápido.

Por otro lado, si i+ ckn ≥ (r+ 1)am (resp., i+ ckn ≥ am), entonces (5.1.2) es 2
h−i√
am Tαw(r+1)am

para algún α ∈ [0, ckn). Resulta inmediato de (1.15.0), (1.15.1) que ‖w(r+1)am‖ ≤ 2. Luego

‖T c
k
n ◦ (I −R◦n)ei‖ ≤ 2

h−i√
am · ‖T‖α · 2

≤ 2
ckn−

am
2√

am · 2c
M
n · 2 (M = M(νn))

puesto que h = (r + 1
2 )am (respectivamente am/2), i + ckn ≥ (r + 1)am (respectivamente am), y

α ≤ ckn ≤ c
M(νn)
n . Si denotamos M = M(νn) y d crece suficientemente rápido, entonces

‖T c
k
n ◦ (I −R◦n)ei‖ ≤ 2

1+cMn (1+
1√
am

) · 2−
√
am
2 < η

para todo m > n.

Caso 3. Si para algún m > n, i ∈ G(r,m)
3 , es decir, i ∈

(
mam + rbm, (r + 1)(am + bm)

)
con

0 ≤ r < m, entonces R◦nei = 0. Por (1.15.3) se tiene que

T c
k
nei = T c

k
n
(
2
h−i√
bm · wi

) (
h = (r + 1

2 )bm
)

= 2
h−i√
bm · wi+ckn . (5.1.3)

Si i+ckn < (r+1)(am+bm) entonces (5.1.3) es 2c
k
n/
√
bmei+ckn , un vector de norma 2c

k
n/
√
bm < 1+η

para todo n < m si d crece suficientemente rápido.

Si i+ ckn ≥ (r + 1)(am + bm) entonces para algún α ∈ [0, ckn), (5.1.3) es

2
h−i√
bm Tα

(
w(r+1)(am+bm)

)
.
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Por tanto, usando (1.15.4) se tiene que

‖T c
k
nei‖ ≤ 2

h−i√
bm

+α
· ‖w(r+1)(am+bm)‖

= 2
h−i√
bm

+α
·
∥∥∥∥( r∑

j=0

bjme(r+1)am+(r+1−j)bm

)
+ br+1

m

(
e0 + 1

am−r−1
e(r+1)am

)∥∥∥∥
≤ 2

h−i√
bm

+α
(m+ 2)bmm

≤ 2
ckn−bm/2√

bm
+M

(m+ 2)bmm (M = M(νn))

(puesto que h = (r + 1
2 )bm e i+ ckn ≥ (r + 1)bm)

≤ 2−
√
bm
2 · 2

cMn√
bm · 2M · (m+ 2)bmm

≤ 2−
√
bm
2 · 2c

M
n · 2M · (m+ 2)bmm

≤ 2−
√
bm
2 · 22cMn · (m+ 2)bmm

< η

para todo n < m y d creciendo suficientemente rápido.

Caso 4. Si para algún m > n se tiene que i ∈ G(r,m)
4 entonces R◦mei = 0 por (2.2). Aśı que

consideramos la norma del vector

T c
k
nei = wi+ckn − bmwi+ckn−bm .

Si i+ ckn ≤ mam+ rbm entonces, por (1.15.4), la parte derecha de la anterior igualdad es ei+ckn ,
que es de norma 1.

Si i+ ckn > mam + rbm entonces para algún α ∈ [0, ckn)

T c
k
nei = Tα(wmam+rbm+1 − bmwmam+(r−1)bm+1)

= Tα(ε1emam+rbm+1 − bmε2emam+(r−1)bm+1)

donde, por (1.15.3),

ε2 = 2
mam+1− bm2√

bm y ε1 =

 2
νm+1− cm2√

cm , r = m,

ε2, r < m.

En cualquier caso tenemos que max{ε1, ε2} ≤ 2−
√
bm
4 , si d crece suficientemente rápido. Aśı que

‖T c
k
nei‖ ≤ ‖T‖α(1 + bm) · 2−

√
bm
4

≤ 2c
M
n (1 + bm) · 2−

√
bm
4 (M = M(νn))

< η
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para todo m > n si d crece suficientemente rápido.

Estudiamos ahora los casos en los que i ∈ G(m)
5

⋃
G

(m)
6 con m > n.

Caso 5. Si para algún m > n con p ∈ Λm se tiene que i ∈ G(m)
5 entonces, R◦nei = 0. Para el

caso en que i+ ckn ≤ p(cm) + νm se tiene que T c
k
nei = ei+ckn .

Por otro lado, si i+ ckn > p(cm) + νm entonces para algún α ∈ [0, ckn),

T c
k
nei = Tα · Tep(cm)+νm .

Ahora bién, de (4.2.4)

‖Tep(cm)+νm‖ ≤ 2cm · 2−
√
cm
3

y aśı,

‖T c
k
nei‖ ≤ 21+cMn cm · 2−

√
cm
3 (M = M(νn))

< η

para todo m > n y d creciendo suficientemente rápido.

Caso 6. Si para algún m > n, p ∈ Λn ∪ {0} tal que p < p̂ con i ∈ G(m)
6 , entonces R◦n(ei) = 0

por (2.2) y por (1.15.6),

T c
k
nei = 2(h−i)/(cJ−1/2

m ) · wi+ckn (J = J(p))

donde h = (p(cm) + p+(cm))/2. Luego si i+ ckn < p+(cm), entonces

T c
k
nei = 2(h−i)/(cJ−1/2

m ) ·
(
2(i+ckn−h)/(cJ−1/2

m )ei+ckn
)

= 2c
k
n/(c

J−1/2
m )ei+ckn ,

y por tanto, ‖T cknei‖ < 1 + η si d crece suficientemente rápido.
Por otro lado si i+ ckn ≥ p+(cm), entonces para algún α ∈ [0, ckn)

T c
k
nei = Tα(2(h−i)/(cJ−1/2

m ) · wp+(cm)).

Aśı,

‖T c
k
nei‖ ≤ 2α+(h−i)/(cJ−1/2

m )‖wp+(cm)‖

≤ 2α+(h−i)/(cJ−1/2
m )M2(n, bn)c2M(νn)

n (por (4.2.7))

Ahora usando (1.12.2), entonces

‖T c
k
nei‖ ≤ 2α+(h−i)/(cJ−1/2

m )M2(n, bn)c2M(νn)
n

≤ 2α+(ckn−3cJm/8)/(cJ−1/2
m )M2(n, bn)c2M(νn)

n ,
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puesto que, por (1.12.2),

h− i ≤ p+(cm) + p(cm)
2

+ ckn − p+(cm)

= ckn +
p(cm)− p+(cm)

2

≤ ckn −
3
8
cJm.

Luego

2α+(ckn−3cJm/8)/(cJ−1/2
m )M2(n, bn)c2M(νn)

n ≤ 2c
k
n+(ckn−3cJm/8)/(cJ−1/2

m )M2(n, bn)c2M(νn)
n

≤M2(n, bn)c2M(νn)
n 22cMn · 2−3cJm/8

< η

para todo m > n y d creciendo suficientemente rápido. Puesto que los casos estudiados son todos
los posibles,

‖T c
k
n ◦ (I −R◦n)ei‖ ≤ 1 + η

para todo n ≥ 1, k ≤M(νn) e i ≥ 0. �
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6. Los operadores τnm ◦Q◦m

En la primera parte de esta sección se define el conjunto Knm que será fundamental para probar
la ciclicidad de todo vector no nulo de `1. Posteriormente se prueba que si d crece suficientemente
rápido entonces, para todo elemento x no nulo de `1, el vector Q◦n(x) pertenece al conjunto Knm.

DEFINICIÓN 6.1. Dados n,m ∈ N, n < m y la sucesión d, se define Knm ⊂ Fµm como el
conjunto {

x ∈ Fµm : ‖x‖ ≤ am, ‖τnm(x)‖ ≥ 1
am

}
.

Knm es un conjunto compacto de Fµm , que depende sólo de la elección de (ai)mi=1, (bi)
m−1
i=1 , (ci)m−1

i=1 ,
y del espacio `1.

DEFINICIÓN 6.2. Dado m ∈ N, se define el conjunto ∆m = {ei : i > µm}.

LEMA 6.3. Si d crece suficientemente rápido entonces para todo x ∈ `1 con ‖x‖ = 1, N ∈ N y
η > 0, existen m,n ∈ N con m > n > N tales que

‖π∆m(x)‖ < η

y
Q◦m(x) ∈ Knm (6.3.1)

Demostración. De la Definición 6.2 resulta obvio que la sucesión de conjuntos
(
∆i

)
i≥1

están
encajados. Por tanto, si x ∈ `1 entonces existe m0 ∈ N tal que para todo m ≥ m0, ‖π∆m

‖ < η.

Probemos ahora (6.3.1). Sea x ∈ `1 arbitrario con ‖x‖ = 1. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer N = m0. Puesto que ‖x‖ = 1, entonces ‖Q◦m(x)‖ ≤ am para todo m ∈ N por
(3.2). Trataremos ahora de encontrar m > n > N tales que

‖τnm ◦Q◦m(x)‖ ≥ 1
am

. (6.3.2)

Ahora bien, maxi≥0 ‖Qnei‖ = 1 puesto que Qnei es o cero o algún ej ; por tanto ‖Qn‖ = 1. Por
otra parte, si tomamos x0 ∈ F existe n0 ∈ N de modo que Qn(x0) = x0 para todo n ≥ n0;
además F es denso en `1. Por tanto se tiene que limn→∞Qn(x) = x y ‖Qn(x) − x‖ < 1/2 para
n suficientemente grande. Luego basta elegir n > N de modo que

‖Qn(x)‖ ≥ 1
2‖x‖ ≥

2
an
.

Por otra parte, si z ∈ F entonces también existe k0 ∈ N de modo que QnPnk(z) = z para todo
k ≥ k0. Además ‖QnPnk‖ ≤ an+1 para todo k > n. Por tanto

lim
k→∞

QnPnk(x) = Qn(x).
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Elegimos aśı k suficientemente grande de modo que ‖QnPnk(x)‖ ≥ 1
an

. Aśı

1
an
≤ ‖QnPnk(x)‖ ≤ ‖Qn‖‖Pnk(x)‖,

es decir,

‖Pnk(x)‖ ≥ 1
an‖Qn‖

=
1
an
. (∗)

Ahora bien, si d crece suficientemente rápido y

‖τnk ◦Q◦k(x)‖ > 1
2an

>
1
ak

entonces se tiene (6.3.2).
Supongamos ahora lo contrario,

‖τnk ◦Q◦k(x)‖ ≤ 1
2an
≤ 1
ak
.

Como
‖Pnk(x)‖ = ‖τnk ◦Qk(x)‖ ≥ 1

an
(de (∗))

entonces

‖τnk ◦ (Q◦k −Qk)(x)‖ ≥
∣∣‖τnkQ◦k(x)‖ − ‖τnkQk(x)‖

∣∣
=
∣∣‖τnkQ◦k(x)‖ − ‖Pnk(x)‖

∣∣.
Puesto que ‖τnkQ◦k(x)‖ es menor o igual que 1/2an y ‖Pnk(x)‖ es mayor o igual que 1/an se tiene
que ∥∥τnk ◦ (Q◦k −Qk)(x)

∥∥ ≥ 1
2an

. (6.3.3)

De (1.15.1) y de las Definiciones 2.1 y 2.2 tenemos que para todo j ≥ 0 (n < k < m),

(
Qk −Q◦k

)
ej =



ej − ej 0 ≤ j ≤ kak,

ej−ram+(r−m+k)ak + am−rwj−ram j ∈ G(r,m)
1 , 0 < m− k < r ≤ m,

0 en otro caso.

Puesto que j − ram ∈ [0, ξm−r], 0 < m − k < r ≤ m y (r − (m − k))ak ∈
{
ak, 2ak, . . . , kak

}
,

entonces
[0, ξm−r] ⊂ [0, ξm−(r−m+k)] = [0, ξm−r′ ]

y
j − ram + (r −m+ k)ak ∈ [r′ak, r′ak + ξm−r].
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donde r′ = r −m+ k ∈
{

(m− k) + 1, (m− k) + 2, . . . ,m
}

. Por tanto,

j − ram + (r −m+ k)ak ∈ G(r′,m)
1 .

Si escribimos s = j − ram + (r −m+ k)ak, entonces de (1.15.1),

s ∈ G(r′,m)
1 y es = ak−r′(ws − ws−r′ak),

es decir,
es = am−r(ws − wj−ram).

Con lo que

(
Qk −Q◦k

)
ej =


am−rwj−ram+(r−m+k)ak j ∈ G(r,m)

1 , 0 < m− k < r ≤ m,

0 en otro caso.

Ahora de 2.4, tenemos que

τnk
(
Qk −Q◦k

)
ej =


am−rwj−ram+(r−m+k)ak j ∈ G(r,m)

1 , 0 < m− k < r < m− n,

0 en otro caso.

Se sigue que
τnk
(
Qk −Q◦k

)
= τnk

(
Qk −Q◦k

)
◦ πS

donde

S =
{
ej : j ∈

⋃
m>k

r∈(m−k,m−n)

G
(r,m)
1

}
;

y aśı,
S =

⋃
m>k

Sm donde Sm =
⋃

r∈(m−k,m−n)

G
(r,m)
1 .

Entonces usando ahora (6.3.3),

1
2an

< ‖τnk
(
Qk −Q◦k

)
(x)‖ = ‖τnk

(
Qk −Q◦k

)
◦ πS(x)‖

≤ ‖τnk‖‖Qk −Q◦k‖‖πS(x)‖,

y de los Lemas 3.1, 3.2 y 3.3,

‖πS(x)‖ ≥ 1
2an‖τnk‖‖Qk −Q◦k‖

>
1

2anan+1(1 + ak)
.
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Luego para algún m > k (n < k < m) se cumple la desigualdad

‖πSm(x)‖ > 1
2 · an · an+1(1 + ak)

>
2k−m

2 · an · an+1(1 + ak)
. (6.3.4)

En cualquier caso, si j ∈ Sm, entonces

τnmQ
◦
m(ej) = τnm(ej)

= ej (j < (m− n)am)

donde en la última igualdad se ha usado que Q◦m se proyecta en Fµm , Q◦m(ej) = ej si j ∈ [0, µm]
y que j ∈ Sm si y sólo si j ∈

⋃
r∈(0,m−n)G

(r,m)
1 . En particular, πSmτnmQ

◦
m(ej) = ej si j ∈ Sm.

Más aun, para j ∈ N

Q◦m(ej) =



ej j ≤ mam,

−at−r · wj−rat j ∈ Gr,t1 , 0 < t−m < r ≤ t,

0 en otro caso.

Pero como j − rat ∈
⋃

0<t−m<r≤t[0, ξt−r] ⊂ [0, ξm−1] se concluye que

Q◦m(ej) =



ej j ≤ mam,

−at−r · wj−rat ∈ Fξm−1 j ∈ Gr,t1 , 0 < t−m < r ≤ t con t > m,

0 en otro caso.

Si consideramos las definiciones 2.2, 2.3, entonces

τnmQ
◦
m(ej) =


ej j ∈ [0, µm],

ϑ en otro caso.

con

ϑ ∈ Fξm−1 , ϑ =


−at−r · wj−rat j ∈ Gr,t1 , 0 < t−m < r ≤ t,

0 en otro caso.

Además, si j /∈ Sm pero cumple que j ∈ Gr,t1 , 0 < t−m < r ≤ t con t > m, entonces

j − rat ∈ [0, ξt−r] ⊂ [0, ξm−1]
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y por tanto j − rat < am. Puesto que

span
{
wl : 0 ≤ l < am

}
= span

{
el : 0 ≤ l < am

}
,

entonces

πSm(ϑ) = πSm

(∑
l

αlel

)
con 0 ≤ l < am,

= 0.

Por consiguiente, πSm
(
τnmQ

◦
m(ej)

)
es igual a πSm(ej) o bien a πSm(ϑ) y en ambos casos vale cero

para todo j /∈ Sm. Es decir, πSm = πSm ◦
(
τnmQ

◦
m

)
. Puesto que ‖πSm‖ = 1 de (6.3.4) se tiene

que

‖τnm ◦Q◦m(x)‖ = ‖τnm ◦Q◦m(x)‖ · ‖πSm‖
≥ ‖πSm ◦ τnm ◦Q◦m‖
= ‖πSm‖

>
2k−m

2 · an · an+1(1 + ak)

>
1
am

,

para todo n < k < m y d creciendo suficientemente rápido.
Luego hemos probado que siempre existen m > n > N de modo que

∥∥τnm ◦Q◦m(x)
∥∥ > 1

am
.

Finalmente, si escribimos y = Q◦m(x), entonces

‖y‖ ≤ ‖Q◦m‖ ≤ am y ‖τnm ◦Q◦m(x)‖ = ‖τnm(y)‖ > 1
am

.

Por tanto, y ∈ Knm. �
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7. Algunas propiedades del compacto Knm

En esta sección damos algunas propiedades del conjunto Knm con las que deducimos la ciclici-
dad del operador T en `1. Esta ciclicidad de T nos permitirá probar, si d se crece suficientemente
rápido, la hiperciclicidad de todo elemento no nulo de `1 usando fundamentalmente las acota-
ciones en norma de T c

k
n en algunos subespacios de `1, el Lema 1.15 aśı como la propiedad de que

ciertas potencias del operador T se acercan en norma al espacio vectorial finitamente generado
por

{
T j : j ∈ [α, β], α, β ∈ N

}
en algún subespacio de `1.

DEFINICIÓN 7.1. Para m ∈ N definimos el operador desplazamiento a la derecha ‘truncado’
Tm sobre el subespacio Fµm del siguiente modo:

Tm : Fµm → Fµm : wi 7→
{
wi+1, 0 ≤ i < µm,

0, i = µm.

LEMA 7.2. Existe una función N1 : N× N→ N con la siguiente propiedad:
Si d crece suficientemente rápido, para todo n < m y x ∈ Knm entonces existe un polinomio p

que cumple
|p| ≤ N1(m, am), (7.2.1)

grad(p) ≤ µm, tam divide a p(t), (7.2.2)

y

‖p(Tm)x− w0‖ ≤
1
am

+
1

an−1
. (7.2.3)

Demostración. Dado x ∈ Knm, escribimos x =
∑µm
i=α λiwi donde α = min{i : λi 6= 0} entonces,

span
{
T rm(x) : am ≤ r ≤ µm

}
= span

{
wα+am , wα+am+1, . . . , wµm

}
.

En particular, puesto que τnm(x) 6= 0
(
‖τnm(x)‖ ≥ 1

am

)
, tenemos que α < (m − n)am (ver 2.4),

luego

w(m−n+1)am ∈ span
{
T rm(x) : am ≤ r ≤ µm

}
.

Puesto que Knm es compacto, existe un número finito de polinomios p1, p2, . . . , pK ,

pj(t) =
µm∑
i=am

λijt
i

tales que para todo x ∈ Knm existe j para el cual

‖pj(Tm)x− w(m−n+1)am‖ < 1
am
.
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Si escribimos N = max1≤j≤K |pj | entonces conseguimos que N ≤ N1(m, am) para una función
apropiada N1 : N × N −→ N (puesto que d crece suficientemente rápido y Knm sólo depende
de la elección de n,m, a1, . . . , am, b1, . . . , bm−1, c1, . . . , cm−1). En vista de (1.15.1), observamos
que ‖w(m−n+1)am − w0‖ = 1

an−1
, por tanto, si d crece suficientemente rápido, para todo n < m,

x ∈ Knm y de la desigualdad triangular tenemos que∥∥p(Tm)x− w0

∥∥ =
∥∥p(Tm)x− w(m−n+1)am + w(m−n+1)am − w0

∥∥
≤
∥∥p(Tm)x− w(m−n+1)am

∥∥+
∥∥w(m−n+1)am − w0

∥∥
≤ 1
am

+
1

an−1
. �



UN OPERADOR EN `1 37

8. Algunas propiedades de los operadores T c
k
n

En esta sección damos una de las pruebas más importantes de este trabajo: si d crece sufi-
cientemente rápido, los operadores T c

k
n están acotados en norma en un subconjunto H =

{
ei :

i ∈ (νn, ξn]
}

de `1. Obsérvese que en la prueba de esta propiedad se motivan las definiciones y
resultados dados en los apartados (1.11), (1.15.5), (1.15.6) y (4.2).

Para obtener la prueba de este resultado necesitamos probar una serie de lemas previos. Comen-
zamos esta sección con la siguiente definición.

DEFINICIÓN 8.1. Para cada r, n ∈ N con 0 ≤ r ≤ hnM(νn), definimos

L(n)
r = max

{∥∥∥∥wi+p(cn) −
M(νn)∏
j=1

(
p̄j,νn(T )

)αj
wi

∥∥∥∥ :

p ∈ Λn ∪ {0}, |p| = r, p(t) =
M(νn)∑
j=1

αjt
j , i ∈ [0, νn]

}
(8.1.1)

y

L̄(n)
r = max

{∥∥∥∥wi+p(cn) −
M(νn)∏
j=1

(
p̄j,νn(T )

)αj
wi

∥∥∥∥ :

p ∈ Λn ∪ {0}, |p| = r, p(t) =
M(νn)∑
j=1

αjt
j , i ∈ [0, 2νn]

}
. (8.1.2)

LEMA 8.2. Si d crece suficientemente rápido entonces L̄(n)
r ≤ max

{
L

(n)
r , c−1

n

}
para todo n ∈ N,

0 ≤ r ≤ hnM(νn).

Demostración. Sea i ∈ (νn, 2νn] y |p| = r con p ∈ Λn ∪ {0}. Por (4.2.2), para todo polinomio
q ∈ Λn∪{0} tenemos que ‖wq(cn)+νn+1‖ ≤ 2−

√
cn/3. En particular, puesto que ‖T‖ ≤ 2 si d crece

suficientemente rápido,

‖wp(cn)+i‖ = ‖T i−νn−1wp(cn)+νn+1‖

≤ 2i−νn−
√
cn
3

≤ 1
2cn

(8.2.1)
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si d crece suficientemente rápido. De la definición de
(
Pν , | · |

)
,

∣∣p̄j,νn(T )
∣∣ =

∣∣ νn∑
k=0

ᾱkT
k
∣∣

≤ ‖T‖gr(p̄j,νn )

( νn∑
k=0

|ᾱk|
)

≤ ‖T‖gr(p̄j,νn ) (|p̄j,νn | ≤ 1)

≤ 2gr(p̄j,νn ) (1 < ‖T‖ ≤ 1 + η ≤ 2) (8.2.2)

Ahora, si escribimos p(t) =
∑M(νn)
i=1 αjt

j ∈ Λn, entonces por (8.2.2)

∥∥∥∥M(νn)∏
j=1

(
p̄j,νn(T )

)αj
wi

∥∥∥∥ ≤ M(νn)∏
j=1

(
2gr(p̄j,νn )

)αj‖wi‖
= ‖wi‖ · 2

∑M
j=1

(
gr(p̄j,νn )αj

)
(M = M(νn))

≤ ‖wi‖ · 2
(∑M

j=1 αj

)(
maxj{gr(p̄j,νn )}

)
≤ ‖wi‖ · 2

(∑M
j=1 αj

)
νn

= ‖wi‖ · 2|p|·νn

≤ ‖wi‖ · 2hn·M ·νn . (8.2.3)

Pero de (8.2.1) tenemos que ‖wi+0(cn)‖ = ‖wi‖ ≤ 2i−νn−
√
cn
3 . Por tanto (8.2.3) es menor o igual

que

2hn·M ·νn+i−νn−
√
cn
3 ≤

(
c2n · 2

)M ·νn+2νn−νn−
√
cn
3

(puesto que hn ≤ log2 c
2
n + 1 e i ≤ 2νn)

=
(
2c2n
)νn·M · 2νn · 2−√cn3

≤ 1
2cn

(8.2.4)

si d crece suficientemente rápido. Usando (8.2.1), (8.2.4) y la desigualdad triangular∥∥∥∥wi+p(cn) −
M(νn)∏
j=1

(
p̄j,νn(T )

)αj
wi

∥∥∥∥ ≤ 1
cn
.

Por tanto L̄(n)
r ≤ max

{
1
cn
, L

(n)
r

}
. �
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LEMA 8.3. Si d crece suficientemente rápido, entonces para todo n, r tales que 0 ≤ r ≤
hnM(νn), se tiene que L̄(n)

r ≤ 2r−1
cn

.

Demostración. Es obvio que L(n)
0 = L̄

(n)
0 = 0. Para r > 0 procedemos por inducción.

Sea p ∈ Λn, |p| = r y d=gr(p) con p(t) =
∑M(νn)
k=1 αkt

k. Para todo i ∈ [0, νn] tenemos que

wi+p(cn) = p̄d,νn(T )wi+p(cn)−cdn +
2|p|−1

cn
ei+p(cn) (8.3.1)

de (1.15.5). Escribimos q(t) = p(t)− td ∈ Λn ∪ {0} (|q| = r − 1) donde

q(t) =
M(νn)∑
k=1

βkt
k con βk =

{
αk k 6= d,

αd − 1 k = d.

Sea

p̄d,νn(t) =
νn∑
j=0

λjt
j ,

νn∑
j=0

|λj | = |p̄d,νn | ≤ 1,

entonces

p̄d,νn(T )wi+p(cn)−cdn =
νn∑
j=0

λjwi+j+q(cn). (8.3.2)

Por la definición de L̄(n)
r−1, para todo 0 ≤ i+ j ≤ 2νn tenemos que

∥∥∥∥wi+j+q(cn) −
M(νn)∏
k=1

(
p̄k,νn(T )

)βkwi+j∥∥∥∥ ≤ L̄(n)
r−1. (8.3.3)
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Combinando (8.3.2), (8.3.3) y usando la desigualdad triangular,

∥∥∥∥p̄d,νn(T )wi+p(cn)−cdn −
M(νn)∏
k=1

(
p̄k,νn(T )

)αkwi∥∥∥∥
=
∥∥∥∥p̄d,νn(T )wi+p(cn)−cdn − p̄d,νn(T )

M(νn)∏
k=1

(
p̄k,νn(T )

)βkwi∥∥∥∥
=
∥∥∥∥p̄d,νn(T )wi+p(cn)−cdn −

νn∑
j=0

λj

M(νn)∏
k=1

(
p̄k,νn(T )

)βkwi+j∥∥∥∥
=
∥∥∥∥ νn∑
j=0

λjwi+j+q(cn) −
νn∑
j=0

λj

M(νn)∏
k=1

(
p̄k,νn(T )

)βkwi+j∥∥∥∥
=
∥∥∥∥ νn∑
j=0

λj

(
wi+j+q(cn) −

M(νn)∏
k=1

(
p̄k,νn(T )

)βkwi+j)∥∥∥∥
≤ L̄(n)

r−1

νn∑
j=0

|λj |

≤ L̄(n)
r−1. (8.3.4)

Luego∥∥∥∥wi+p(cn)−
M(νn)∏
k=1

(
p̄k,νn(T )

)αkwi∥∥∥∥
=
∥∥∥∥p̄d,νn(T )wi+p(cn)−cdn −

M(νn)∏
k=1

(
p̄k,νn(T )

)αk · wi +
2|p|−1

cn
ei+p(cn)

∥∥∥∥ (por (8.3.1))

≤ L̄(n)
r−1 + 2r−1

cn
(por (8.3.4)).

Por tanto, si tomamos máximo, entonces L(n)
r ≤ L̄

(n)
r−1 + 2r−1

cn
y, de la hipótesis de inducción,

L̄
(n)
r−1 ≤ 2r−1−1

cn
. Luego

L(n)
r ≤ 2r−1−1

cn
+ 2r−1

cn
= 2r−1

cn
.

Si aplicamos el Lema 8.2,
L̄(n)
r ≤ max

{
L(n)
r , 1

cn

}
= 2r−1

cn

y, por inducción en r,

L̄(n)
r ≤ 2r−1

cn
para todo 0 ≤ r ≤ hnM(νn). �

Antes de dar la prueba del Lema 8, es necesario dar unos lemas preliminares más.
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LEMA 8.4. Si d crece suficientemente rápido entonces para todo p ∈ Λn ∪{0} y todo polinomio
q(t) = p(t) + tk tal que q 6∈ Λn (1 ≤ k ≤M(νn)), se tiene que

‖wi+ckn‖ ≤ 2 · 2−
√
cn
2

para todo i ∈ [p(cn), p(cn) + 2ckn].

Demostración. Si q(t) = tk + p(t) 6∈ Λn, esto implica (por 1.10) que p(t) posee al menos un
coeficiente del orden de hn en tk. Por tanto, escribimos

p(t) =
M(νn)∑
j=1

αjt
j =

k−1∑
j=1

αjt
j +

k1∑
j=k

hnt
j +

M(νn)∑
j=k1+1

αjt
j (8.4.1)

donde k1 ≥ k, y si k1 < M(νn), αk1+t < hn con t = 1, 2, . . . ,M − k1 − 1.
Caso 1. Si k1 < M(νn), entonces

i+ ckn ≥ p(cn) + ckn > p(cn) +
k−1∑
j=1

hnc
j
n + νn(

ya que hn = E(2 log2 cn) y d crece suficientemente rápido
)

≥
k1∑
j=1

hnc
j
n +

M(νn)∑
j=k1+1

αjc
j
n + νn (8.4.2)

= q0(cn) + νn.

Por otra parte,

i+ ckn ≤ p(cn) + 3ckn

< p(cn) + ck1+1
n −

k1∑
j=1

hnc
j
n (si d crece suficientemente rápido)

≤ ck1+1
n +

M(νn)∑
j=k1+1

αjc
j
n

= q1(cn). (8.4.3)

Obsérvese que los polinomios anteriormente definidos q0, q1 pertenecen a Λn y cumplen que
q+
0 = q1 con J(q0) = k1 +1. Por tanto, i+ckn ∈ (q0(cn)+νn, q1(cn)) y por (1.15.6), wi+ckn = εei+ckn

donde
ε = ‖wi+ckn‖ = 2(i+ckn−h)/c1/2+k1

n , h = (q1(cn) + q0(cn))/2. (8.4.4)
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Ahora bien,

i+ ckn − h ≤ p(cn) + 3ckn − h

=
k−1∑
j=1

αjc
j
n +

k1∑
j=k

hnc
j
n +

M(νn)∑
k1+1

αjc
j
n + 3ckn

−
M(νn)∑
k1+1

αjc
j
n −

∑k1
j=1 hnc

j
n + ck1+1

n

2

=
k−1∑
j=1

(αj − 1
2hn)cjn +

k1∑
j=k

(hn − 1
2hn)cjn + 3ckn −

ck1+1
n

2

=
k1∑
j=1

(αj − 1
2hn)cjn + 3ckn −

ck1+1
n

2

por (8.4.1). Pero
∑k1
j=1(αj − hn

2 )cjn + 3ckn ≤ c
k1+

1
2

n si d crece suficientemente rápido. Por tanto

i+ ckn − h ≤ − 1
2c
k1+1
n + c

k1+
1
2

n

y aśı,

ε = 2
i+ckn−h
c
1/2+k1
n ≤ 2 · 2

−1/2ck1+1
n

c
k1+1/2
n

= 2 · 2−
√
cn
2 .

Caso 2. Si k1 = M(νn), i ∈ [p(cn), p(cn)+2ckn] entonces escribimos p(t) =
∑k−1
j=1 αjt

j+
∑k1
j=k hnt

j .
Por tanto,

p(cn) =
k−1∑
j=1

αjc
j
n +

k1∑
j=k

hnc
j
n

< 1
2c
k
n +

k1∑
j=k

hnc
j
n.

Por otro lado,

ξn = νn + hn

k1∑
j=1

cjn

< 1
2c
k
n + 1

2c
k
n +

k1∑
j=k

hnc
j
n

≤ i+ ckn.
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Luego
‖wi+ckn‖ = ‖Tαwξn+1‖

con 0 ≤ α < 3ckn puesto que i ∈ [p(cn), p(cn) + 2ckn]. Aśı

‖Tαwξn+1‖ ≤ 23cMn ‖wξn+1‖ (M=M(νn), α < 3ckn y ‖T‖ ≤ 2)

= 23cMn +(1+ξn−an+1/2)/(
√
an+1) (por (1.15.2))

< 2 · 2−
√
cn
2 . �

LEMA 8.5. Si d crece suficientemente rápido, entonces:

(a) Para todo polinomio p ∈ Λn ∪ {0}, p < p̂n, se tiene que

p+(cn)− p(cn) = cJn −
J−1∑
j=1

hnc
j
n, J = J(p). (8.5.1)

(b) ‖wi‖ ≤ 2
√
cn/2 para todo 0 ≤ i ≤ 2ξn.

Demostración. (a) Si p < p̂n escribimos p(t) = hn
∑k
m=1 t

m +
∑M(νn)
m=k+1 αmt

m con k < M(νn) y

αk+1 < hn. Entonces p+(t) = tk+1 +
∑M(νn)
m=k+1 αmt

m y J(p) = k + 1.
(b) Si d crece suficientemente rápido entonces ‖wi‖ ≤M2(n, bn) < 2

√
cn/2, 0 ≤ i ≤ νn usando

(1.17.2). Si i ∈ G(n)
5 con p ∈ Λn entonces, por (4.2.7),

‖wi‖ = M2(n, bn)c2M(νn)
n

< 2
√
cn/2

si d crece suficientemente rápido.
Por otro lado, si i ∈ (p(cn) + νn, p

+(cn)) para algún p ∈ Λn ∪ {0}, entonces

‖wi‖ = 2(i−h)/(cJ−1/2
n ) (h = ((p(cn) + p+(cn))/2, J = J(p))

≤ 2(p+(cn)−1−h)/(cJ−1/2
n )

≤ 2
cJn

2c
J−1/2
n (por (a))

= 2
√
cn
2 .

Si ξn < i ≤ 2ξn entonces, por (1.15.2), ‖wi‖ = 2
i−h√
an+1 < 1 con h = 1

2an+1 y d creciendo
suficientemente rápido. El Lema 8.5 queda aśı probado. �

Veamos ahora la prueba del lema principal de esta sección.
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LEMA 8. Si d crece suficientemente rápido entonces para todo k, n ∈ N tales que 1 ≤ k ≤
M(νn),

‖T c
k
n ◦ πH‖ < 6, (8.0.1)

donde H =
{
ei : i ∈ (νn, ξn]

}
.

Demostración. Sea H =
{
ei : i ∈ (νn, ξn]

}
, entonces πH es una proyección y la imagen de H

por esta aplicación, es isomorfa a `1|H| con base
{
ei : i ∈ (νn, ξn]

}
. Por tanto, probar (8.0.1) es

equivalente a probar

max
i∈(νn,ξn]

1≤k≤M(νn)

‖T c
k
nei‖ < 6. (8.0.2)

La prueba de esta desigualdad la damos estudiando los casos para los diferentes valores de i.
Caso 1. Si i ∈ G(n)

5 con p ∈ Λn, |p| = r y gr(p) = d, entonces por (1.15.5)

ei = 21−rcn
(
wi − p̄d,νn(T )wi−cdn

)
. (8.0.3)

Aśı que

T c
k
nei = 21−rcn

(
wi+ckn − p̄d,νn(T )wi−cdn+ckn

)
. (8.0.4)

Escribimos p(t) =
∑M(νn)
j=1 αjt

j .

Caso 1a. Supongamos p(t) + tk ∈ Λn. Entonces por la Definición 8.1, si escribimos

ᾱj =
{
αj j 6= k,

αk + 1 j = k,

tenemos que ∥∥∥∥wi+ckn −M(νn)∏
j=1

(
p̄j,νn(T )

)ᾱj
wi−p(cn)

∥∥∥∥ ≤ L(n)
r+1.

Más aun, si escribimos ahora

¯̄αj =
{
ᾱj j 6= d,

αj − 1 j = d;

tenemos también para todo 0 ≤ l ≤ νn,

∥∥∥∥wi−cdn+ckn+l −
M(νn)∏
j=1

(
p̄j,νn(T )

) ¯̄αj
wi−p(cn)+l

∥∥∥∥ ≤ L̄(n)
r .
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Por tanto,

∥∥∥∥p̄d,νn(T )wi−cdn+ckn
−
M(νn)∏
j=1

(
p̄j,νn(T )

)ᾱj
wi−p(cn)

∥∥∥∥
=
∥∥∥∥p̄d,νn(T )

(
wi−cdn+ckn

−
(
p̄d,νn(T )

)−1
M(νn)∏
j=1

(
p̄j,νn(T )

)ᾱj
wi−p(cn)

)∥∥∥∥
≤ |p̄d,νn(T )|

∥∥∥∥wi−cdn+ckn
−
M(νn)∏
j=1

(
p̄j,νn(T )

) ¯̄αj
wi−p(cn)

∥∥∥∥
≤ |p̄d,νn | · L̄(n)

r

≤ L̄(n)
r . (8.0.5)

Aśı ∥∥T cknei∥∥ ≤ 21−rcn
∥∥wi+ckn − p̄d,νn(T )wi−cdn+ckn

∥∥
≤ 21−rcn

∥∥∥∥wi+ckn −M(νn)∏
j=1

(
p̄j,νn(T )

)ᾱj
wi−p(cn)

∥∥∥∥
+ 21−rcn

∥∥∥∥M(νn)∏
j=1

(
p̄j,νn(T )

)ᾱj
wi−p(cn) − p̄d,νn(T )wi−cdn+ckn

∥∥∥∥
≤ 21−rcn

(
L

(n)
r+1 + L̄(n)

r

)
≤ 21−rcn ·

(
2r − 1
cn

+
2r+1 − 1

cn

)
(por el Lema 8.3)

= 2− 21−r + 22 − 21−r

= 6− 2 · 21−r

= 6− 22−r

< 6.

Caso 1b. Si p(t) + tk 6∈ Λn y aplicamos el Lema 8.4 obtenemos

‖wi+ckn‖ ≤ 2 · 2−
√
cn/2 (8.0.6)

para todo i ∈ [p(cn), p(cn) + 2ckn], p ∈ Λn ∪ {0}. Si p(t)− td + tk 6∈ Λn, entonces de forma similar
tenemos que ∥∥p̄d,νn(T )wi−cdn+ckn

∥∥ ≤ 2 · 2−
√
cn/2|p̄d,νn |

≤ 2 · 2−
√
cn/2.
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Por tanto, de (8.0.4),

‖T c
k
nei‖ ≤ 21−rcn

(
2 · 2−

√
cn/2 + 2 · 2−

√
cn/2

)
= 21−rcn · 23 · 2−

√
cn/2

< 1

si d crece suficientemente rápido. Si (p(t)−td)+tk ∈ Λn entonces d = k (puesto que p(t)+tk 6∈ Λn
y se cumple que αk = hn). Ahora, de la Definición 8.1,∥∥∥∥p̄d,νn(T )wi−cdn+ckn

−
M(νn)∏
j=1

(
p̄j,νn(T )

)ᾱj
wi−p(cn)

∥∥∥∥
=
∥∥∥∥p̄d,νn(T )

(
wi −

M(νn)∏
j=1

(
p̄j,νn(T )

)αj
wi−p(cn)

)∥∥∥∥
≤ |p̄d,νn(T )| · L(n)

r

≤ |p̄d,νn(T )| · L̄(n)
r

≤ L̄(n)
r

Más aun, puesto que 0 ≤ i− p(cn) ≤ νn, |p̄j,νn | ≤ 1, entonces∥∥∥∥M(νn)∏
j=1

(
p̄j,νn(T )

)ᾱj
wi−p(cn)

∥∥∥∥ ≤ max
0≤j≤νn+gr(p̄)

‖wj‖ (8.0.7)

donde p̄ =
∏M(νn)
j=1 (p̄j,νn)ᾱj . Ahora bien, gr(p̄j,νn) ≤ νn para todo j, luego

gr(p̄) ≤M(νn)νn max
j
ᾱj ≤M(νn)νn(1 + hn) ≤ 1

4cn

si d crece suficientemente rápido. Aśı que

max
0≤j≤νn+gr(p̄)

‖wj‖ ≤ max
{(

max
0≤j≤νn

‖wj‖
)
,

(
max

νn<j≤cn/4
‖wj‖

)}
≤ max

{
M2(n, bn), 2−

√
cn
4
} (

de (1.15.6), (1.17.2)
)

≤M2(n, bn)

Por tanto, usando la desigualdad triangular

∥∥p̄d,νn(T )wi−cdn+ckn

∥∥ ≤ ∥∥∥∥p̄d,νn(T )wi−cdn+ckn
−
M(νn)∏
j=1

(
p̄j,νn(T )

)ᾱj
wi−p(cn)

∥∥∥∥
+
∥∥∥∥M(νn)∏

j=1

(
p̄j,νn(T )

)ᾱj
wi−p(cn)

∥∥∥∥
≤ L̄(n)

r +M2(n, bn). (8.0.8)
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Aśı,

∥∥T cknei∥∥ ≤ ∥∥∥∥21−rcn(wi+ckn − p̄d,νn(T )wi−cdn+ckn
)
∥∥∥∥

≤ 21−rcn ·
(

2 · 2−
√
cn/2 + L̄(n)

r +M2(n, bn)
)

(por (8.0.6),(8.0.8))

≤ 21−rcn ·
(

2 · 2−
√
cn/2 +

2r

cn
− 1
cn

+M2(n, bn)
)

(por el Lema 8.3)

≤ 2 + 21−rcn ·
(

2 +M2(n, bn)
)
− 21−r

≤ 2 + 21−rcn ·
(

2 +M2(n, bn)
)

≤ 2 + 21−hn ·
(

2 +M2(n, bn)
)

(r ≥ hn)

≤ 2 + 2 · c−2
n · cn

(
2 +M2(n, bn)

)
(8.0.9)

(puesto que log2 c
2
n < hn ≤ log2 c

2
n + 1; luego log2(c−2

n ) + 1 > 1− hn y por tanto 2c−2
n > 21−hn).

Aśı que (8.0.9) es menor o igual que 2 + 2 · c−2
n · cn

(
2 +M2(n, bn)

)
que es menor o igual que 3 si d

crece suficientemente rápido. Esto concluye el Caso 1, siendo ‖T cknei‖ menor que 6 en todos los
subcasos.

Caso 2. Supongamos que i ∈ (p(cn) + νn, p
+(cn)) para algún p ∈ Λn ∪ {0}, p < p̂n. Si

escribimos

p(t) =
M(νn)∑
j=1

αjt
j , p+(t) =

M(νn)∑
j=1

α+
j t
j , y J = J(p) = max{j : αj 6= α+

j },

entonces, por (1.15.6),

T c
k
nei = 2

h−i
c
J−1/2
n · wi+ckn

(
con h = (p+(cn) + p(cn))/2

)
Por tanto,

‖T c
k
nei‖ ≤ 2

(p+(cn)+p(cn))/2−p(cn)−νn
c
J−1/2
n ‖wi+ckn‖

= 2
cJn−

∑J−1
j=1 hnc

j
n−2νn

2c
J−1/2
n ‖wi+ckn‖

≤ 2
√
cn
2 ‖wi+ckn‖. (8.0.10)
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Caso 2a. Supongamos que J(p) = J > k. Si i+ ckn ≥ p+(cn) entonces por (8.5.1)

i− h ≥
(
p+(cn)− ckn

)
− h

= p+(cn)− p+(cn) + p(cn)
2

− ckn

=
1
2

(
cJn −

J−1∑
j=1

hnc
j
n

)
− ckn.

Luego

i− h
c
J−1/2
n

≥
√
cn
2
−
∑J−1
j=1 hnc

j
n

c
J−1/2
n

− ckn

c
J−1/2
n

≥
√
cn
2
− 1

si d crece suficientemente rápido. Aśı que tenemos

‖T c
k
nei‖ ≤ 21−

√
cn/2‖wi+ckn‖

≤ 21−
√
cn/2 · 2

√
cn/2 (por 8.5(b))

= 2

Por otro lado, si i+ ckn < p+(cn) entonces,

T c
k
nei = 2

h−i
c
J−1/2
n T c

k
nwi

= 2
h−i
c
J−1/2
n · 2

i+ckn−h
c
J−1/2
n ei+ckn (por (1.15.6))

= 2
ckn

c
J−1/2
n ei+ckn .

Luego finalmente, ‖T cknei‖ ≤ 21/
√
cn < 2 pues J > k.

Caso 2b. Supongamos que J ≤ k y p(t) + tk 6∈ Λn. Por el Lema 8.5(a) tenemos que i <
p+(cn) < p(cn) + ckn, luego i ∈ [p(cn), p(cn) + 2ckn]. Aplicando el Lema 8.4, concluimos que
‖wi+ckn‖ ≤ 2 · 2−

√
cn/2. Aśı que por (8.0.10), ‖T cknei‖ ≤ 2

√
cn/2 · 2 · 2−

√
cn/2 = 2.

Caso 2c. J ≤ k y p(t) + tk ∈ Λn. Si J 6= k o si el coeficiente de tk en p+(t) es menor que hn
entonces (p+(t) + tk) ∈ Λn y p+(t) + tk = (p(t) + tk)+. Luego, de (1.15.6),

T c
k
nei = 2

h−i
c
J−1/2
n wi+ckn

= 2
h−i
c
J−1/2
n · 2

i−h+ckn
c
J−1/2
n ei+ckn

= ei+ckn ,
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i+ ckn ∈ (q(cn) + νn, q

+(cn)) con q(t) = p(t) + tk
)
. Supongamos que J = k y el coeficiente de tk

en p+(t) es hn. Sea q(t) = p(t) + tk, entonces o bien q = p̂n o bien J(q) ≥ k + 1. Más aun, si d
crece suficientemente rápido entonces,

i+ ckn ∈ (q(cn) + νn, p
+(cn) + ckn) ⊆ (q(cn) + νn, q(cn) + 2ckn)

por 8.5(a)
(
p+(cn) < cJn + p(cn)

)
. Si q = p̂n entonces q(cn) + νn = ξn y si d crece suficientemente

rápido, (1.15.2) da que

‖wi+ckn‖ = 2
i−an+1/2√

an+1 ≤ 2
ξn+2ckn−an+1/2√

an+1 .

Por tanto, de (8.0.10)

‖T c
k
nwi‖ ≤ 2

ξn+2ckn−an+1/2√
an+1 · 2

√
cn/2 < 1

si d crece suficientemente rápido y si q < p̂n, entonces ‖wi+ckn‖ = 2
i−h
c
J−1/2
n ≤ 2 · 2−

√
cn/2 por

(1.15.6). Esto concluye el Caso 2, siendo ‖T cknei‖ menor que 6 en todos los subcasos. Aśı que el
Lema 8 queda probado. �

Para concluir esta sección damos el siguiente lema que se deduce de la Nota 2.3.

LEMA 8.6. Sea m ∈ N, y sea H = {ei : νm < i ≤ ξm}. Entonces πH = πH ◦R◦m.

Demostración. Si j ∈ (νm, ξm] entonces, por la Definición 2.2, R◦mej = ej y por tanto

πHej = πHR
◦
mej = ej .

Para j /∈ (νm, ξm], la Definición 2.2 da que o bien R◦mej = ej o R◦mej = 0, o bien

R◦mej = −an−rwj−ran

cuando j ∈ G(r,n)
1 con 0 < n−m < r ≤ n. En este último caso,

R◦mej ∈ Fξm−1

ya que n − r < m y j − ran ∈ [0, ξn−r]. Por tanto, para todo j /∈ (νm, ξm], tenemos que R◦mej
pertenece al núcleo de la proyección πH . Aśı que

πHej = πHR
◦
mej = 0.

Luego πH = πH ◦R◦m. �
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9. El Lema principal

LEMA 9. Si d crece suficientemente rápido entonces para todo m,n ∈ N, 2 ≤ n < m, y para
todo x de `1, ‖x‖ = 1, tal que

Q◦m(x) ∈ Knm,

y para todo polinomio s con gr(s) ≤ n, |s| ≤ n, existe k, 1 ≤ k ≤M(νn), tal que∥∥T ckmx− s(T )w0

∥∥ ≤ 8
∥∥π∆m(x)

∥∥+ 2a−1/2
n−1 . (9.0.1)

Demostración. Escribimos

z = Q◦m(x) =
µm∑
i=0

ziwi. (9.0.2)

Por (7.2) existe un polinomio p con |p| ≤ N1(m, am), gr(p) ≤ µm y tam divide a p(t). Además∥∥p(Tm)z − w0

∥∥ ≤ 1
am

+
1

an−1
.

Consideramos el polinomio q(t) = tbm

bm
p(t)s(t). Entonces |q| ≤ n

bm
N1(m, am) < 1√

bm
, y

gr(q) ≤ bm + µm + n < νm (n < m) (9.0.3)

si d crece suficientemente rápido. Puesto que Γνm es un ε-red (minimal), entonces existe k con
1 ≤ k ≤M(νm) tal que ∣∣p̄k,νm − q∣∣ ≤ 1

4νm
. (9.0.4)

Éste es el k que utilizamos en (9.0.1). Sea H = {ei : i ∈ (νm, ξm]} como en la Sección 8. Puesto
que por el Lema 8.6 πH = πH ◦R◦m entonces,

T c
k
m(x) = T c

k
m(I −R◦m)x+ T c

k
m(I − πH)R◦mx+ T c

k
mπHx

= T c
k
m(I −R◦m)x+ T c

k
mπHx+ T c

k
m
(
Q◦m(x) + (πS − πH)(x)

)
= T c

k
m(I −R◦m)x+ T c

k
mπHx+ T c

k
m
(
z + (πS − πH)(x)

)
de la Definición 2.2, donde S = {ei : i ∈ (µm, ξm]} y πS = πS ◦R◦m. Por tanto,

T c
k
m(x)− s(T )w0 =T c

k
m(I −R◦m)x+ T c

k
mπHx

+
(
T c

k
m − p̄k,νm(T )

)
(z + (πS − πH)x)

+
(
p̄k,νm(T )− q(T )

)
(z + (πS − πH)x)

+ q(T )(πS − πH)x+
(
q(T )− p(T )s(T )

)
z

+
(
s(T )p(T )− s(T )p(Tm)

)
z

+
(
s(T )p(Tm)z − s(T )w0

)
,
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donde Tm es el operador T ‘truncado’ dado en la definición 7.1. Si tomamos norma,∥∥T ckm(x)− s(T )w0

∥∥ ≤ ∥∥T ckm(I −R◦m)x
∥∥+

∥∥T ckmπHx∥∥
+
∥∥(T ckm − p̄k,νm(T )

)
(z + (πS − πH)x)

∥∥
+
∥∥(p̄k,νm(T )− q(T )

)
(z + (πS − πH)x)

∥∥
+
∥∥q(T )(πS − πH)x

∥∥ (9.0.5)

+
∥∥(q(T )− p(T )s(T )

)
z
∥∥

+
∥∥(s(T )p(T )− s(T )p(Tm)

)
z
∥∥

+
∥∥(s(T )p(Tm)z − s(T )w0

)∥∥.
Estimemos los 8 términos anteriores.∥∥s(T )p(Tm)z − s(T )w0

∥∥ ≤ ∥∥s(T )
∥∥ · ( 1

am
+

1
an−1

)
≤ |s| · 2gr(s) ·

(
1
am

+
1

an−1

)
(puesto que ‖T‖ ≤ 2)

≤ n · 2n ·
(

1
am

+
1

an−1

)
≤ 1√

an−1

para n ≥ 2, si d crece suficientemente rápido. Por otro lado,∥∥(s(T )p(T )− s(T )p(Tm)
)
z
∥∥ ≤ n · 2n · ∥∥p(T )− p(Tm)z

∥∥; (9.0.6)

además, para cada r ∈ N, T r − T rm =
∑r
l=1 T

r−l(T − Tm)T l−1
m . Por tanto,

∥∥(T r − T rm)z∥∥ ≤ ( r−1∑
k=0

‖T‖
)
· max

0≤t≤µm

∥∥(T − Tm)T tmz
∥∥

≤ 2r · max
0≤t≤µm

∥∥(T − Tm)T tmz
∥∥.

Luego
‖
(
p(T )− p(Tm)

)
z‖ ≤ 2µm · max

0≤t≤µm

∥∥(T − Tm)T tmz
∥∥ · |p| (9.0.7)

(gr(p) ≤ µm). Es fácil ver que si z =
∑µm
j=0 zjwj , entonces (T − Tm)T tmz = zµm−twµm+1. Como

µm + 1 cumple (1.15.3) se tiene que

‖(T − Tm)T tmz‖ ≤ |z| · 2
µm+1−bm/2√

bm

≤ amM1(m, am) · 2
µm+1−bm/2√

bm
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(pues |z| = |Q◦m(x)| ≤ M1(m, am) · ‖Q◦m(x)‖ ≤ M1(m, am) · am de la Definición 1.17 y Q◦mx ∈
Knm). Por tanto,

∥∥(p(Tm)− p(T )
)
z
∥∥ ≤ 2µmamM1(m, am)2

µm+1−bm/2√
bm |p|

≤ 2µmamM1(m, am)2
µm+1−bm/2√

bm N1(m, am).

Sustituyendo en (9.0.7),

∥∥s(T )p(T )z − s(T )p(Tm)z
∥∥ ≤ n · 2µm+n · am ·M1(m, am) ·N1(m, am) · 2

µm+1−bm/2√
bm

<
1
bm

si d crece suficientemente rápido. Ahora

∥∥q(T )− p(T )s(T )z
∥∥ =

∥∥∥∥p(T )s(T )
(
T bm

bm
− I
)
z

∥∥∥∥.
Si am ≤ i ≤ µm entonces

(
T bm

bm
− I
)
wi =

1
bm

ei+bm por (1.15.4). Por tanto,

∥∥p(T )s(T )
(
T bm

bm
− I
)
wi
∥∥ ≤ 1

bm

∥∥p(T )s(T )
∥∥.

Por otro lado, como m ≥ 3 y tam divide a p(t), y si 0 ≤ i ≤ am entonces,

p(T )s(T )
(
T bm

bm
− I
)
wi = p0(T )s(T )

(
T bm

bm
− I
)
wi+am

donde p0(t) = t−amp(t) y como antes, am ≤ i+ am ≤ µm. Luego∥∥∥∥(T bmbm − I
)
wi+am

∥∥∥∥ =
1
bm

.

Aśı, ∥∥∥∥p(T )s(T )
(
T bm

bm
− I
)
wi

∥∥∥∥ ≤ 1
bm

∥∥p0(T )s(T )
∥∥.

Combinando ambos resultados tenemos que, para todo z ∈ Fµm ,∥∥∥∥p(T )s(T )
(
T bm

bm
− I
)
z

∥∥∥∥ ≤ 1
bm
· |z| ·max

{
‖p0(T )s(T )‖, ‖p(T )s(T )‖

}
.
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Si z = Q◦m(x), entonces

|z| ≤M1(m, am) · ‖z‖ ≤ am ·M1(m, am).

Luego si d crece suficientemente rápido entonces, ‖T‖ ≤ 2 y∥∥∥∥p(T )s(T )
(
T bm

bm
− I
)
z

∥∥∥∥ ≤ 1
bm
· am ·M1(m, am)|p| · |s| · 2gr(p)+gr(s) (|p0| = |p|)

≤ 1
bm
· am ·M1(m, am) · 2n+µm ·N1(m, am) · n

≤ 1√
bm

.

Aśı, ∥∥(q(T )− p(T )s(T )
)
z
∥∥ ≤ 1√

bm
.

Consideremos ahora el término q(T )(πS − πH)x de la parte derecha de (9.0.5) donde el vector
(πS − πH)x pertenece al span{ei : µm < i ≤ νm}. En el siguiente lema, damos una prueba de
cómo se comporta el operador T en tal subespacio.

ASERTO. Sea η > 0, si d crece suficientemente rápido entonces para todo m ∈ N,∥∥∥∥T am+bm
∣∣
span{ei:µm<i≤νm}

∥∥∥∥ ≤ 1 + η.

Demostración. Nótese que {ei : µm < i ≤ νm} es la base canónica de `1N en (F, ‖ · ‖) donde
N = νm − µm. Por tanto basta probar que

‖T am+bmei‖ < 1 + η (µm < i ≤ νm).

Caso 1. Si para algún r, 1 ≤ r ≤ m, tenemos que i ∈ G
(r,m)
4 entonces, por (1.15.4) ei =

wi − bmwi−bm .

Caso 1a. Si r < m, i ≤ (m − 1)am + rbm entonces, (1.15.4) da que ei+am+bm = wi+am+bm −
bmwi+am . Por tanto,

T an+bn(ei) = ei+am+bm , ‖T an+bn(ei)‖ = 1.

Caso 1b. Si r < m, i > (m− 1)am + rbm entonces, escribiendo j = mam + (r+ 1)bm tenemos
que

ej = wj − bmwj−bm . (por (1.15.4))

Como j < i+ am + bm ≤ j + am, para algún α ∈ (0, am] se tiene que

T am+bmei = Tαej ,
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luego ∥∥T am+bmei
∥∥ ≤ 2am−1

∥∥Tej∥∥.
Como en el Caso 3b de la prueba del Lema 4.2 y de la Definición 1.15 tenemos que

Tej = ε1ej+1 − bmε2 · ej+1−bm

para cada j de la forma mam + rbm (1 ≤ r ≤ m) donde,

ε2 = 2
mam+1−bm/2√

bm , ε1 =

{
ε2, r < m,

2
νm+1−cm/2√

cm r = m.

Por tanto,
∥∥Tej∥∥ ≤ 1

b2m
y

∥∥T am+bmei
∥∥ ≤ 2am−1

b2m

<
1
bm

si d crece suficientemente rápido.

Caso 1c. Si r = m, entonces i = νm y

T am+bmei = wνm+am+bm − bmwνm+am .

Si d crece suficientemente rápido, entonces νm + am + bm < cm; por (1.15.6) tenemos que

‖wνm+am‖ = 2
−
cm/2−νm−am√

cm <
1
cm

y

‖wνm+am+bm‖ = 2
−
cm/2−νm−am−bm√

cm <
1
cm

.

Por tanto, ∥∥T am+bmei
∥∥ ≤ 1 + bm

cm
< η.

Caso 2. Si para algún r, 1 ≤ r ≤ m, se tiene que i ∈ (mam + (r− 1)bm, r(am + bm)) entonces,
por (1.15.3),

ei = 2
h−i√
bm wi.
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Caso 2a. Si r < m, entonces i+ am + bm ∈ (mam + rbm, (r+ 1)(am + bm)). Luego (1.15.3) da
que

ei+am+bm = 2
h
′
−i−am−bm√

bm wi+am+bm (h
′

= h+ bm)

= 2
h−i−am√

bm wi+am+bm .

Por tanto,

‖T am+bmei‖ = ‖2am/
√
bmei+am+bm‖

= 2am/
√
bm

< 1 + η

si d crece suficientemente rápido.

Caso 2b. Si r = m, entonces i + am + bm ∈ (νm, νm + am + bm). Por tanto, si d crece
suficientemente rápido, entonces ‖T‖ ≤ 2 y

∥∥T am+bmei
∥∥ = 2(h−i)/

√
bm
∥∥wi+am+bm

∥∥
= 2(h−i)/

√
bm
∥∥Tαwνm+1

∥∥ (α ∈ [0, am + bm))

≤ 2
h−i√
bm

+am+bm∥∥wνm+1

∥∥.

De (1.15.6) sabemos que ‖wνm+1‖ = 2
νm+1−cm/2√

cm < 1/c2m < η si d crece suficientemente rápido.
Por tanto,

∥∥T am+bmei
∥∥ < 2

h−i√
bm

+am+bm · 1
c2m

<
1
cm

si d crece suficientemente rápido. Como estos son todos los casos posibles, el Aserto queda
probado. �
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Aplicando el Aserto anterior a (9.0.5) se tiene que

‖q(T )(πS − πH)x‖

=
∥∥∥∥T bmbm p(T )s(T )(πS − πH)x

∥∥∥∥
=
∥∥∥∥T am+bm

bm
p0(T )s(T )(πS − πH)x

∥∥∥∥
≤ 1
bm
·
∥∥s(T )

∥∥ · ∥∥p0(T )
∥∥ · 2 · ∥∥(πS − πH)x

∥∥ (
por el Aserto y puesto que

(πS − πH)x ∈ span{ei : i ∈ (µm, νm]}
)
;

≤ 2
bm

∥∥s(T )
∥∥ · ∥∥p0(T )

∥∥ (
ya que ‖x‖ = 1 y ‖πS − πH‖ = 1

)
≤ 21+gr(s)+gr(p0)

bm
|s| · |p0|

(
‖T‖ ≤ 2

)
≤ 21+n+µm · n ·N1(m, am)

bm

≤ 1√
bm

(9.0.8)

si d crece suficientemente rápido. Como ‖T‖ ≤ 2, entonces∥∥(p̄k,νm − q)(T )(z + (πS − πH)x)
∥∥

≤ |p̄k,νm − q| · 2gr(p̄k,νm−q) ·
∥∥z + (πS − πH)x

∥∥
≤ 4−νm · 2νm · (am + 1)

(
por (9.0.2),(9.0.3),(9.0.4),(3.2)

y ser πS − πH una proyección
)

≤ 1
bm

(9.0.9)

si d crece suficientemente rápido. Por otro lado, para cada i, 0 ≤ i ≤ νm, (1.15.5) da que(
T c

k
m − p̄k,νm(T )

)
wi =

1
cm

ei+ckm .

Por tanto, ∥∥(T ckm − p̄k,νm(T )
)
(z + (πS − πH)x)

∥∥ ≤ 1
cm
|z + (πS − πH)x|

≤ 1
cm

M2(m, bm)‖z + (πS − πH)x‖

≤ 1
cm

M2(m, bm)(am + 1)

≤ 1
bm

(9.0.10)
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si d crece suficientemente rápido (puesto que z ∈ Knm, πS−πH es proyección y (z+(πS−πH)x) ∈
Fνm). Ahora, por el Lema 8, ∥∥T ckm ◦ πH∥∥ < 6,

donde H = {ei : i ∈ (νn, ξn]} ⊆ ∆m para todo n ≥ m. Elegimos H = {ei : i ∈ (νm, ξm]}, y aśı

πH = πH ◦ π∆m .

Por tanto, T c
k
mπH = T c

k
mπH ◦ π∆m

y

‖T c
k
mπH(x)‖ ≤ 6 · ‖π∆m

(x)‖. (9.0.11)

Por último, estimamos ‖T ckm(I −R◦m)x‖. Como R◦mei = ei si 0 ≤ i ≤ µm, entonces

T c
k
m(I −R◦m)x = T c

k
m(I −R◦m)π∆mx.

Luego por el Lema 5, si d crece suficientemente rápido,∥∥T ckm(I −R◦m)x
∥∥ ≤ 2

∥∥π∆m
x
∥∥.

Aśı que ∥∥T ckm(I −R◦m)x
∥∥ ≤ 2

∥∥π∆m
x
∥∥.

Sustituyendo finalmente en (9.0.5) las cotas obtenidas,

∥∥T ckm − s(T )w0

∥∥ ≤ 2
∥∥π∆m

x
∥∥+ 6

∥∥π∆m
x
∥∥+

1
bm

+
1
bm

+
1√
bm

+
1√
bm

+
1
bm

+
1√
an−1

= 8
∥∥π∆m

x
∥∥+

1√
an−1

+
3
bm

+
2√
bm

≤ 8
∥∥π∆mx

∥∥+
2√
an−1

(m > n ≥ 2).

Esto completa la prueba del Lema 9. �
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10. Prueba del resultado principal

Recordamos que para un operador lineal acotado T definido sobre un espacio de Banach sepa-
rable infinito dimensional B, se define la órbita de x ∈ B por el operador T como el conjunto de
imágenes de x por las sucesivas iteraciones de T :

Orb(T, x) = {x, Tx, T 2x, . . . }.

Un vector x ∈ B se dice hiperćıclico para T si Orb(T, x) es densa en B. Un operador es hiperćıclico
si éste posee un vector hiperćıclico.

TEOREMA 10. Todo vector no nulo es hiperćıclico para el operador T :
(
`1, ‖·‖

)
−→

(
`1, ‖·‖

)
.

Demostración. Sean x, y ∈ `1 con x 6= 0, y sea ε > 0. Encontraremos un M ∈ N tal que

‖TMx− y‖ < ε.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ‖x‖ = 1. Obviamente w0 = e0 es ćıclico para
T , aśı que existe un polinomio s tal que∥∥s(T )w0 − y

∥∥ < ε

3
. (10.1)

Sea N ∈ N de modo que gr(s) ≤ N , |s| ≤ N y
2√
aN

<
ε

3
. Tomamos η = ε/24. Por el Lema 6.3,

existen m,n ∈ N con m > n > N tales que

Q◦m(x) ∈ Knm

y ∥∥π∆m
(x)
∥∥ < η

para todo x ∈ `1. Por el Lema 9 existe k, 1 ≤ k ≤M(νm), tal que∥∥T ckmx− s(T )w0

∥∥ ≤ 8
∥∥π∆m

(x)
∥∥+

2√
an−1

≤ 8η +
2√
an−1

≤ 8 · ε
24

+
2√
aN

<
ε

3
+
ε

3

=
2 · ε

3
.
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Aśı, ∥∥T ckmx− y∥∥ ≤ ∥∥T ckmx− s(T )w0

∥∥+
∥∥s(T )w0 − y

∥∥
<

2 · ε
3

+
ε

3
= ε.

Luego x es hiperćıclico para T y se cumple que{
T c

k
mx
}

= `1 para todo x ∈ `1 \ {0}. �

Para terminar, damos un resultado sencillo que se deduce de los cálculos realizados en la Sección
9:

LEMA. El espectro de T es igual a su espectro puntual aproximado, que es la bola unidad de C.

Demostración. Por un lado, si fijamos un l > 0 y para n > l consideramos la sucesión de vectores
(gi)

l
i=0 = (enan+bn−i)

l
i=0, entonces T actúa sobre estos vectores de la siguiente forma (ver caso

(4.2.4) del Lema 4.2):
T : gl → gl−1 → gl−2 → . . .→ g0 → ε(n),

donde limn→∞ ‖ε(n)‖ → 0 (ver caso (4.2.10) del Lema 4.2). Aśı que el operador desplazamiento
a la izquierda unilateral

Sei =
{
ei−1 si i ≥ 1,
0 si i = 0;

está ‘finitamente representado’ en T , y por tanto el espectro puntual aproximado de T contiene
al espectro de S, que es la bola unidad de C. Por otro lado, usando las mismas notaciones del
Lema 9, y si tomamos m suficientemente grande de modo que ‖∆m(x)‖ ≤ 1/(6bm), entonces por
(9.0.5), el Aserto dado en la prueba del mismo lema, (9.0.8), (9.0.9), (9.0.10) y (9.0.11), se tiene
que ∥∥∥(T ckm − q(T )(πS − πH)

)
x
∥∥∥ =

∥∥∥T ckmπHx+
(
T c

k
m − p̄k,νm(T )

)
(Q◦m + πS − πH)x

+
(
p̄k,νm(T )− q(T )

)
(Q◦m + πS − πH)x

+ q(T )(πS − πH)x
∥∥∥

≤ 1
bm

+
1
bm

+
1
bm

+
1√
bm

<
4
bm

.
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Por tanto, ∥∥∥T ckm∥∥∥ ≤ ∥∥∥T ckm − q(T )(πS − πH)
∥∥∥+

∥∥∥q(T )(πS − πH)
∥∥∥

≤ 4
bm

+ 2am+bm

≤ bm2bm , (si d crece suficientemente rápido)

y que implica claramente que el radio espectral es menor o igual que uno. Aśı que el espectro de
T debe ser precisamente la bola unidad de C. �
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