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INTRODUCCION

El mas famoso problema en Teoria de Operadores es el problema del subespacio invariante:
¢ Todo operador lineal acotado posee un subespacio (cerrado y no trivial) invariante? En el siglo
pasado se han realizado muchos trabajos para dar respuesta, en sentido positivo, a este problema,
que es tratar de probar que todo operador posee un subespacio invariante no trivial. Un subspacio
A se dice invariante por T si T'A esta contenido en A. Este problema estaba motivado por la
descomposicién de matrices y por el deseo de entender la estructura y geometria de un operador
arbitrario.

Claramente existen subespacios invariantes si el operador estd definido sobre un espacio de
dimensién finita sobre los complejos. El Teorema de Descomposicion Candnica de Jordan da
respuesta afirmativa a la tarea de encontrar tales subespacios. Sea T' un operador sobre un espacio
de dimension finita, y denotemos también por T' la matriz asociada al operador T'. Entonces p(T') =
det(T'—AI) es un polinomio de grado d y asi p(T) posee d raices no necesariamente distintas. Si \ es
una de ellas, det(T'—AI) = 0, que significa que T— I es no invertible. Puesto que el espacio es finito-
dimensional, esto es equivalente a que T'— Al no es inyectivo. En consecuencia, existe un vector x,
x # 0 tal que (T'— M)z = 0y, por tanto, F = {ax : « € C} es un subespacio invariante para el
operador T'. Sin embargo para espacios de dimensién infinita la tarea de determinar los subespacios
invariantes de un operador no es facil: si S es el operador desplazamiento a la derecha unilateral tal
que Se, = e,+1, resulta que el espectro puntual, 0,(S) = {\ € C: Ker(T — \) # {0}}, es vacio.
Un ejemplo de operador definido en un espacio de dimension infinita sin subespacios invariantes
lo damos a continuaciéon. Si P denota el espacio vectorial de todos los polinomios con coeficientes
complejos con producto interior

(p,q) = /0 p(z)q(x)dz,

y tomamos el operador multiplicacion M, tal que M, (p(x)) = xp(x) para todo p en P, entonces
P es una variedad lineal densa en £2(0,1). Si A es un subespacio cerrado de P invariante por M,,
y si existe p € A, con p # 0, entonces se puede probar qur A = P. Existen muchos ejemplos como
el anterior,(p.e., el operador de Volterra o el de Donogue) y que pueden encontrarse en [RR].

Obsérvese que, para ver que un operador T tiene subespacios invariantes lo primero que hay que
probar es que existen un operador 7'y un punto x del espacio, para el que la 6rbita bajo T, esto
es, el conjunto de iméagenes de x de las sucesivas iteradas de T"

Orb(T, z) = {x, Tx, T?x,...},

no es densa en el espacio. En realidad, si toda dérbita es densa, entonces no existen subconjuntos
invariantes.
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Este problema se puede replantear en el contexto de operadores ciclicos: si T' es un operador
lineal acotado actuando sobre un espacio de Banach separable infinito dimensional B, decimos
que un vector x de B es ciclico para T si, el espacio lineal cerrado generado por el conjunto
Orb(T, z) coincide con B. Un operador se dice ciclico si posee un vector ciclico. La importancia
de tales vectores radica en que el espacio lineal cerrado generado por la 6rbita de un vector es
el subespacio cerrado mas pequeno, invariante bajo un operador, que contiene al vector. Asi que
un operador no posee subespacios invariantes cerrados no triviales si y sélo si todo vector no nulo
es ciclico. De manera andloga podemos definir dos propiedades mas fuertes para un vector x del
espacio, relacionados con la invarianza o estabilidad de subespacios para un operador 7. Se dice
que x es un vector superciclico si el conjunto de multiplos escalares de Orb(T, x) es denso en B, e
hiperciclico si Orb(T, z) es densa en B. Un operador se dice hiperciclico (superciclico) si posee un
vector hiperciclico (superciclico). De forma similar, un operador no posee subconjuntos invariantes
cerrados no triviales si y solo si todo vector no nulo del espacio es hiperciclico, con lo que quedaria
resuelto el problema del subconjunto invariante.

Resulta sencillo ver que para un operador 7" y un nimero complejo A, se tiene que para todo
natural n el nucleo Ker(T' — AI)™ es un subespacio invariante para el operador T'. Introducimos
ahora un concepto mas fuerte que el de subespacio invariante para un operador T": el de subespacio
ultra-invariante; que es un subespacio invariante para todo operador que conmuta con 7. Obsérvese
que en el caso anterior, Ker(T — AI)™ es también un subespacio ultra-invariante para T'. Sabemos
que el espectro de un operador compacto 7' es o un conjunto finito de niimeros complejos, o una
sucesién de nimeros complejos tendiendo a cero (el punto 0 siempre estd en o(7")). Luego si \ es
un elemento de o(7") no nulo, entonces Ker(T'— AI)" es un subespacio no trivial y, por lo anterior,
ultra-invariante. Si 7' es un operador lineal, acotado y o(T") = {0}, entonces T se dice que es
quasi-nilpotente.

El célculo analitico funcional de Riesz se usa en el estudio de algebras de Banach y resulta
especialmente 1til en el estudio de operadores lineales definidos en espacios de Banach. De él
podemos extraer algunos resultados interesantes. Primeramente, consideramos un operador lineal
acotado Ty un subconjunto A cerrado y abierto relativo al espectro o(7T"). Entonces definimos el
operador idempotente

EAT) = L /(z —T) 'dz,
2w Jr
donde I' es un curva rectificable de Jordan que contiene geométricamente sélo a A. Observese que
si A\g es un punto aislado de o(T'), entonces E(\p;7T") es un idempotente no trivial. También, \g
es una singularidad aislada de la funcién analitica 2 — (2 —T)~! en C\o(T'). Ademds, si f es una
funcién analitica, con valores complejos, definida y analitica en un entorno que contiene a o(7'), se
tiene que

1
T)=— 2z —T) tdz,
1) = 5 [ 1=
donde I' en una curva rectificable de Jordan que contiene geométricamente a o(7’), conmuta con
todo operador que conmute con 7.

Sabemos que si 0, (7T") es no vacio, T posee vectores propios, y por tanto subespacios invariantes.
Por otra parte, si el espectro derecho (o residual), o,.(T) = {A C C; T — A es no invertible a
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derecha}, es no vacio, entonces el conjunto Im(7" — \) es no trivial e invariante por T'. Luego en
la bisqueda de subespacios invariantes para un operador, podemos suponer que o (1) = 04, (T)\
op(T'). Més aun, uno puede suponer que cualquier sucesién de vectores asociados a un A de g4, (1)
converge débilmente a cero. En definitiva, si el espectro o(7T") no es conexo, el célculo analitico
funcional permite encontrar subespacios invariantes para el operador. De hecho, si o(T') = 01 U0y,
donde 01,09 sonconjuntos cerrados, entonces 1" posee subespacios ultra-invariantes F; y F5 de
modo que 01 = o(T|r,) y 02 = o(T|p,). Luego los casos que ofrecen dificultad en la obtencién de
subespacios invariantes, son aquellos en los que el espectro del operador es conexo.

De modo que el problema del subespacio invariante para el caso en que un operador 7' es
compacto y quasi-nilpotente queda aun abierto. Este problema es resuelto finalmente en espacios
de Banach, de modo afirmativo, por N. S. Aronszajn y K. T. Smith [AS]. Posteriormente, V. I.
Lomonosov [Lo] da una generalizacién del resultado de Aronszajn y Smith: Si 7" es un operador
lineal compacto no nulo en un espacio de Banach, entonces existe un subespacio no trivial que
es invariante bajo cualquier operador que conmute con 7. Como corolario de esta generalizacion
obtiene que, si un operador acotado 1" en un espacio de Banach es tal que existe una cadena de tres
operadores conmutando consecutivamente, de 1" a un operador compacto K, esto es, si existe un
operador S (no multiplo de la identidad) tal que T' conmuta con S y S conmuta con K, entonces
T posee un subespacio invariante.

A mediados de los setenta Per Enflo [Enl] perfila una construccién de un operador sin sub-
espacios invariantes no triviales en un espacio de Banach no reflexivo. Este ejemplo no estaba
totalmente terminado pues, algunos de los cédlculos en la parte dificil de la construccién no estaban
adecuadamente escritos y todavia debian ser completamente verificados. A pesar de ello, Enflo
anuncié su resultado en 1975. Ya al principio de los anos ochenta circulaban versiones de un
preprint sobre este contraejemplo. El articulo de Enflo [En2] fue enviado a Acta Mathematica
en Febrero de 1981. El articulo aun no estaba bien escrito, y era complicado y nada facil de
entender, asi que finalmente y, después de sucesivas revisiones, en 1985 fue aceptado y publicado
en 1987. En éste articulo, Enflo construye el primer contraejemplo de un operador continuo en
un espacio de Banach sin subespacios invariantes cerrados no triviales, asi que la respuesta al
problema del subspacio invariante para espacios de Banach queda resuelta de modo negativo. Més
tarde (pero publicado con anterioridad al articulo de Enflo [En2]), C. J. Read en sucesivos trabajos
construye clases de operadores sin subespacios invariantes. En [Rel] presenta su ejemplo original
de un operador (en realidad, una clase de operadores) en un espacio de Banach sin subespacios
invariantes. En ese trabajo, Read construye una norma apropiada (tal norma es la més pequena
y Unica posible) que depende de una sucesion estrictamente creciente sobre un espacio de Banach
de dimensién infinita, y en el que todo vector no nulo del espacio es ciclico para el operador
desplazamiento derecha.

En 1985, Read publica un articulo [Re2]| probando que su ejemplo original puede ser ligeramente
modificado para dar un operador acotado sin subespacios invariantes cerrados no triviales en ¢1.
Esto lo consigue restringiéndose a la bola unidad de cierto subespacio del espacio de Banach
construido en su primer ejemplo. En [Re3| presenta una versién simplificada de este tltimo articulo.
Posteriormente, también A.M. Davie da una simplificacion del ejemplo de Read para el problema
del subespacio invariante y que comunica a B. Beauzamy [Be5].
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Por otra parte, en el contexto de espacios de Hilbert, el problema del subespacio invariante no
esta resuelto. Mas aun, el problema del subespacio invariante sélo ha sido resuelto para espacios
no reflexivos.

Mencionar también que A. Atzmon [At], construye un ejemplo de un operador en un espacio de
Fréchet nuclear sin subespacios invariantes. Este depende de algunas propiedades de espacios de
funciones analiticas y resulta bastante interesante por si mismo.

El estudio de la hiperciclicidad se origina en los trabajos de Birkhoff, 1929 [Bi] y MacLane,
1952 [Mc| en los que, respectivamente, prueban que los operadores de traslaciéon y derivacion,
actuando sobre el espacio de funciones enteras, son hiperciclicos. El primer ejemplo de un operador
hiperciclico actuando en un espacio de Banach fue dado por Rolewicz en 1969 [Ro]. El ejemplo
dado es el operador desplazamiento a la izquierda unilateral perturbado por una constante mayor
que uno en los espacios de sucesiones /P o cy. En ese mismo trabajo prueba que no existen
operadores hiperciclicos definidos sobre un espacio de dimensién finita y, plantea la pregunta de
si todo espacio de Banach separable infinito-dimensional admite un operador hiperciclico. Esta
pregunta fue resuelta afirmativamente por Ansari [An].

En 1991 D. A. Herrero [He] y en 1993 P. S. Bourdon [Bo| independientemente prueban que
cualquier operador hiperciclico en un espacio de Hilbert, posee una variedad lineal densa con-
sistiendo, excepto por cero, de vectores hiperciclicos. Este problema tuvo su origen en los trabajos
de Beauzamy [Bel; Be2; Be3] en los que construye operadores en espacios de Hilbert con una
variedad lineal consistiendo, excepto por cero, de vectores hiperciclicos. Por otro lado, el mismo
autor [Be4], da una prueba simplificada del ejemplo construido por P. Enflo [En2], construyendo un
operador en los que todos sus vectores gozan de una propiedad mas débil que la hiperciclicidad, la
superciclicidad [Bed4]. En estos trabajos, Beauzamy usa las profundas ideas introducidas por Enflo
[En2]. El concepto de superciclicidad fue introducido por H. M. Hilden y L. J. Wallen en 1973
[HiW] probando que el operador desplazamiento a la izquierda unilateral con peso en el espacio de
sucesiones ¢? es superciclico. También existen trabajos que complementan estas ideas. Un trabajo
de Alfonso Montes [Mo] proporciona condiciones suficientes para que un operador lineal y continuo,
definido sobre un espacio de Banach, posea un subespacio cerrado infinito-dimensional que conste,
excepto por cero, de vectores hiperciclicos. En contraste con los resultados de Herrero y Bourdon,
no todos los operadores acotados hiperciclicos en un espacio de Banach poseen un subespacio ce-
rrado infinito-dimensional consistiendo, excepto por cero, de vectores hiperciclicos (ver Teorema
3.4 en [Mo)).

Por otro lado, existe una condicién suficiente para que un operador acotado T sobre un espacio de
Banach B posea vectores hiperciclicos. Esta condicion se conoce como Criterio de Hiperciclicidad:

Decimos que T satisface el Criterio de Hiperciclicidad si existen subconjuntos densos X, Yj
de X, una sucesién (nj) de nimeros naturales, y aplicaciones S,,, : Yy — X (no necesariamente
continuas) tales que

(i) T™ — 0 puntualmente en X
(i)  S,, — 0 puntualmente en Y
(iii) TS, — Idy,,

donde Idy, es la identidad restringida a Yj.



Asi, si un operador T satisface el criterio de hiperciclicidad entonces T es hiperciclico [GS]. El
primer resultado de este tipo es descubierto por Carol Kitai [Ki] en su disertaciéon de Toronto de
1982 que nunca fue publicada. Este resultado es redescubierto por Gethner y Shapiro [GS] con
una prueba més simple, y que usan para unificar las pruebas de los resultados de Birkhoff [Bi],
MacLane [Mc|, Rolewicz [Ro], Seidel y Walsh [SW], y muchos otros. Este criterio de hiperciclicidad
es utilizado para descubrir el comportamiento hiperciclico en posteriores trabajos sobre este tema
[BS1; BS2; GS; CS; He; HW; Sh]. Cabe preguntarse si este criterio lo cumplen todos los operadores
hiperciclicos aparecidos en la literatura. H. Salas [Sal] construye un operador desplazamiento
bilatero que no satisface el Criterio de Hiperciclicidad cuando la sucesién de los enteros positivos
{ni} del criterio, es la sucesién de los niimeros naturales. También Salas [Sa2|, prueba que un
operador desplazamiento a la izquierda con pesos {w; } es hiperciclico si y sélo si lim sup,, H;x;l wj =
00.

En 1988, C. J. Read [Re4] construye un operador (en realidad una clase de operadores) en
el espacio de las sucesiones ¢! para el que todo vector no nulo es hiperciclico. De modo que el
problema del subconjunto invariante para espacios de Banach queda resuelta de modo negativo.
De nuevo, en el contexto de espacios de Hilbert, este problema aun permanece abierto.

Otros resultados recientes sobre hiperciclicidad han sido obtenidos por P. S. Bourdon y N.
Feldman [BF], en los que prueban que si la 6rbita de un vector bajo un operador lineal acotado
T es densa en algin conjunto abierto, entonces el operador es hiperciclico. También, un resultado
de Feldman [Fe] afirma que si existe un vector x tal que Orb{T, z} se encuentra a una distancia
acotada de cualquier vector del espacio, entonces el operador 1" es hiperciclico, aunque el vector x
no necesariamente tiene que ser hiperciclico para 7.

En este trabajo clarificamos las ideas expuestas en el articulo de C. J. Read de 1988 [Red4],
en el que da respuesta negativa al problema del subconjunto invariante para espacios de Banach,
y tratamos de complementar dicho trabajo con una exposicién més detallada y amplia que en
el trabajo original. Aportamos algunos ejemplos que nos permiten justificar y entender algunas
definiciones y lemas. Los resultados y pruebas del trabajo de Read son desarrollados aqu con algo
ms de detalle, aclarando ciertos pasos de algunas pruebas y justificando explicitamente otros. El
lema final de la secciéon 10 de este trabajo es aportacin del autor.

Probaremos que existe un operador (en realidad una clases de operadores) en el espacio de
sucesiones /! para el que todo vector no nulo del espacio es hiperciclico. La construccién de tal
clase de operadores descansa en los métodos usados en los articulos de Read [Rel; Re2; Re3], en los
que resuelve el problema del subspacio invariante en un espacio de Banach arbitrario y en ¢!. Para
obtener la hiperciclicidad de todo vector no nulo de ¢! respecto de un operador lineal acotado 7T, es
necesario anadir nuevas técnicas en relacién con los polinomios del operador 71" y ciertas potencias
del mismo operador.

En las primeras secciones de este trabajo (secciones 1-3), damos algunas definiciones y resul-
tados sencillos, de las que destacamos la definicion de sucesion creciendo suficientemente rdpido
(Definicién 1.2) que tendra gran importancia a lo largo de todo este trabajo, y el Lema 1.15 que
establece un isomorfismo algebraico entre dos bases muy especiales; una de ellas es la base candnica
{ei}i>o de €1 y la otra, {w;}i>0, se comporta ‘bien’ para un operador lineal y continuo 7' de modo
que Tw; = w;+1. En la secciéon 4 probamos que el operador lineal 7', que es un desplazamiento
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a la derecha unilateral con respecto a la base {w;}, estd acotado en el espacio vectorial generado
por {e; : i > 0}, y con la norma usual de ¢! cuando tomamos sucesiones creciendo suficientemente
rapido. En la seccién 5 mostramos que la sucesion de ciertos operadores T™*, que son justamente
los que ‘enlazan bien’ con polinomios del operador T (ver Lema 1.15), son acotados en una sucesion
de subespacios encajados de ¢!, es decir, dado cualquier vector = no nulo de ¢! existe un natural ny,
suficientemente grande para el que la cola (con respecto a la base canénica de £!) del vector z, a
partir de ese natural ny, esta acotada por el operador T"*. En la secciéon 6 se define un compacto
K(ng), que depende fundamentalmente de las sucesiones creciendo suficientemente rdpido, y se
prueba que dado cualquier elemento = de ¢! (no nulo), existe un ntimero natural suficientemente
grande para el que una proyeccién dada de tal vector x siempre estd en algiin compacto K(ny).
Esta propiedad nos permite llegar a la ciclicidad de todo vector no nulo de ¢! en la seccién 7. Las
secciones 8 y 9 resultan fundamentales para la obtencion del resultado final de este trabajo. Se
muestra en ellas que ciertas potencias del operador T' de un vector arbitrario x, aproximan bien
en la norma de ¢!, a polinomios arbitrarios de 7' de otro vector cualquiera de ¢'. Pero este tltimo
vector arbitrario es la imagen del vector e (ciclico para T') por medio de un polinomio p. Usando el
Lema 1.15 y el comportamiento de T en ciertos subspacios de ¢!, llegamos a que cada componente
del vector x iterado por el operador Tci, aproxima bien a un vector ciclico. En la seccion 10 damos
la prueba del resultado principal de este trabajo: Todo vector no nulo de £* es hiperciclico para el
operador T'. También se prueba que el espectro puntual aproximado de T es la bola unidad de C.
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EL OPERADOR DE READ

1. Preliminares

En esta primera seccién se realizan definiciones y afirmaciones referidas a sucesiones d =
(d;)?2, C N estrictamente crecientes que cumplen cierta propiedad de crecimiento y donde N
es el conjunto de nuimeros naturales, es decir, {0,1,2,3,...}. Cabe destacar la importancia
del concepto de ‘proposicién verdadadera para sucesiones que crecen suficientemente rapido’ y
que sera fundamental durante todo el desarrollo de este trabajo. Las afirmaciones seran de la
forma ‘P es verdadera para toda sucesién d que crezca suficientemente rapido’, donde P es una
proposicion que depende de la sucesién d, es decir, la proposicion sera verdadera o falsa en funcién
de la sucesion d.

Recordemos que ¢! es el espacio de las sucesiones de ntimeros complejos = = (xn)n>0 para las

cuales
o0

lz]l = el

n=0

es finita. Sea (e;)$2, la base canénica de vectores unitarios de ¢!, es decir, ¢; es de coordenadas
nulas salvo la i-ésima que es uno:

i)
~ =~
e;=(0,0,0,...,071,0,...).

NOTA 1.1. Durante el desarrollo de este trabajo el simbolo d siempre denotard una sucesiéon
(d;)$2, estrictamente creciente.

DEFINICION 1.2. Sea P una proposicion definida sobre el conjunto de las sucesiones estric-
tamente crecientes en el conjunto {1,0}, (verdadero, falso). Diremos que P es verdadera para
toda sucesion d que crece suficientemente rdpido si existe una constante ¢ € N y una sucesion de
funciones (fi)24,

i) veces
7\

fi:NxNx'--xN\HN,

Typeset by ApS-TEX



2 ALFONSO GUTIERREZ RAMIREZ

con la siguiente propiedad:
Si la sucesion d satisface que di > ¢ y para todo r € N

dT_|_1 > f,«(dl,dg,...,dr), (1.2.1)

entonces la proposicion P es cierta para d.

En esta seccion y posteriores estudiamos proposiciones que dependen de una sucesion d. Nues-
tro interés se centra en sucesiones d que crecen muy rapidamente, lo suficiente como para que
una proposicion sea cierta para d. Veamos un ejemplo para aclarar este concepto.

Ejemplo 1. Consideremos la proposiciéon P1: ‘La sucesién d es de términos consecutivos’.

P1 es una proposiciéon que depende de la sucesiéon d y por tanto serd verdadera o falsa en funcién
de la sucesién d. Si tomamos la sucesién de los niimeros naturales, P1 es verdadera. Pero no lo es
para toda sucesién d que crezca suficientemente rapido. Si P1 fuera verdadera para toda sucesién
d creciendo suficientemente rapido entonces existirian ¢ € N y una sucesién de funciones (f;)52,
tales que si d cumple (1.2.1) entonces d es de términos consecutivos. En particular, podemos
construir la siguiente sucesiéon: dj =c+ 1y

d. . = max{f.(d,... ,d.),d.} +2, paratodor > 1,

que no es de términos consecutivos y cumple la propiedad (1.2.1). Luego P1 no es cierta para
toda sucesiéon d que crezca suficientemente rapido.

Utilizaremos muy a menudo los dos lemas siguientes durante el desarrollo de este trabajo que
resultan de la definiciéon dada.

LEMA 1.3. Sea P una proposicion que depende de una sucesion d estrictamente creciente.
Supongamos que P es cierta para toda sucesion d que crece suficientemente rdapido. Entonces
existe una sucesion d C N estrictamente creciente para la cual P es cierta.

LEMA 1.4. Sea (PZ)ZI\L1 una coleccion de proposiciones, cada una de ellas que dependen de una
sucesion d C N estrictamente creciente. Supongamos que para cada i, 1 < i < N, la proposicion
P; es cierta para toda sucesion d que crece suficientemente rdpido. Entonces /\fil P; es cierta
para toda sucesion d que crece suficientemente rdpido.

Demostracion. Tenemos que para cada proposicién P; con 1 < i < n, existen ¢(?) € Ny funciones
( 1@))00 tales que si d cumple

r=1
dryr > f(dy,do,ds,...,d,) T€N,
entonces P; es cierta para d. Basta tomar ¢ = max;<i<n {c(i) s e N} y funciones f, =
max{f,gi) 1< < N} para cada r > 1. Si
dry1 > fr(dy,da, ... d)
:max{fﬁi)(dl,dg,.‘.,dr) : 1<i< N}
> f9(dy, da, ..., d)

para todor € N, 1 < i < N entonces P;, 1 <17 < n, es cierta para d. Por tanto, /\i\f:1 P; es cierta
para toda sucesién d que crezca suficientemente rapido. [

Veamos ahora otro ejemplo.
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Ejemplo 2. Consideramos la proposicién P2: ‘La sucesién d = (d;)$2, satisface i19°/d; < 1/2
para todo ¢ > 1’. Nos preguntamos si P2 es cierta para sucesiones que crecen suficientemente
rapido. De nuevo P2 depende de la sucesion d y observamos que va a ser cierta si tomamos los
elementos d; ‘suficientemente grandes’.

Si escogemos como sucesién d = (d;)2, = (i2)2,, c =1y f; = 1 para todo i, se cumple (1.2.1)
pero la proposicion P2 no es verdadera puesto que

para todo ¢ > 1.

~
[\
N | =

Cabe preguntarse si existen ¢ € N y funciones (f;)52; de modo que establezcan el grado de
crecimiento de la sucesién d para que resulte verdadera la propiedad P2 en el sentido de la
Definicién 1.2. En efecto, para toda sucesiéon d que verifique (1.2.1) con

fl(dlavdz):2(l+1)100 y 0227 7’21

cumple la propiedad dada por P2, que es

Z'lOO

< d;

1
y < 3 para todo 7 > 2.

N =

1
dy
Por tanto, P2 es cierta para toda sucesién d que crezca suficientemente rapido.

Cabe destacar la importancia de las funciones f; cuando se trata de establecer el grado de creci-
miento de la sucesion d en relaciéon con los propios términos de la sucesién. En muchas ocasiones
fi dependerd explicitamente de algunos de los ¢ primeros términos de la sucesion d. Veamos esto
con otro ejemplo.

Ejemplo 3. Consideramos la proposiciéon P3: ‘La sucesién d = (d;)$°, satisface

i
di—l—l — H dp > %di—l—l Vi> 1.
k=1
Es evidente que no toda sucesion estrictamente creciente cumple esta propiedad. Veamos que
P3 es cierta para toda sucesién d que crece suficientemente rapido. Basta tomar ¢ = 0 y

fildy, ... d;) = 21_[2:1 dr para comprobar que P3 es cierta para toda sucesién d creciendo
suficientemente rapido.

Tenemos el siguiente Lema.

LEMA 1.5. Sean & = (5;)32, y 8 = (6,)%2, dos sucesiones de enteros con una cantidad finita
de términos no nulos , tales que 0 < 9; <17 y 0 < 5; < para todo i y J = max{j : 5; #* 5j}. Si
la sucesion d crece suficientemente rdpido, entonces

Z(S;di > Z5idz‘ si y solo si 5/J >4y.

i=1 =1
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Ademas, en tal caso se satisface
oo oo
i=1 i=1
Demostracion. Es suficiente elegir d tal que para todo i € N,
i
d¢+1 > 2 Z]dj
j=1
Definimos f;(dy,da, . ..,d;) =23,_, jd;. Ahora si
oo o
i=1 i=1
entonces, puesto que §; = 6;- para ¢ > J, se tiene que

J J
i=1 =1

Se sigue que

J—-1
> (s — 8idi) > (55— 0)dy.
=1
Ahora por (1.5.2)
J—1
(67 = 0y)ds <D (6; = 6;)d;
=1
J—1
<2 id;
=1
<dj.

Por tanto, puesto que d; y 5/J son enteros tenemos que 0; — 5:] < 0.

’ . /
Reciprocamente, si 6 ; > ¢ entonces

(1.5.1)

(1.5.2)

(ya que d cumple (1.5.2))
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Por tanto se sigue que
[&.9] oo
i=1 i=1
Probemos ahora (1.5.1);

J—1

S oidi =Y Gidi =D (8 — 8)di + (6, — 65)dy
=1 =1 1=1
J—1

> (6, = 0:)ds +djs
i=1
J-1

> — Z id; +dy (puesto que 0 < §; < i)

> ——+dy (utilizando (1.5.2))

=% O

Supondremos para el resto del trabajo que si una propiedad P es verdadera para toda sucesion
d que crece suficientemente rapido, entonces todas las sucesiones d que se consideren a partir
de entonces también satisfaceran P. Asi por ejemplo, el Lema 1.5 proporciona una ficil pero
importante propiedad de la sucesién d referida a combinaciones lineales de elementos de d. Por
tanto, supondremos que toda sucesion d que crezca suficientemente rapido posee esta propiedad.

DEFINICION 1.6. Definimos la norma de un polinomio p = 27];10 \itt como la suma de los

mddulos de sus coeficientes, esto es, |p| = vazo |Ai|. Denotaremos gr(p) el grado del polinomio
P, ¥ |ploo para el mdédulo mdzimo de los coeficientes del polinomio, es decir,

Pl = max {|N;]: 0<i< N}

DEFINICION 1.7. Sea J cualquier subconjunto de N, y sea S = {e; : i € J C N}. Definimos
75 como la proyeccién dada por wg : {1 — spﬁ(S) definida por

e; sie; €8 ) e; sit1€eJ
ms(ei) = , 0, equivalentemente wy(e;) = o
0 sie &S, 0 sii¢J.



6 ALFONSO GUTIERREZ RAMIREZ

DEFINICION 1.8. Sean X un espacio de Banach e I un conjunto de indices. Dado € > 0
se dice que I' es una e-red sobre el conjunto C C X si, para todo x € C' existe y; € I' tal que
|lx —yill <e coniel.

Ademds, si para toda e-red ® (J un conjunto de indices) sobre C, la aplicacion
©O:T' — @ ye€l'—=0O(y)=1; conzje€ (B(yi,s)ﬂq)); iel,jed
es inyectiva, entonces se dice que I' es minimal.

Puesto que la aplicacién © induce un orden parcial sobre el conjunto de las e-redes, la existencia
de elemento minimal se deduce del Lema de Zorn. Senalamos que en general una e-red minimal
no es unica.

Para cada entero v > 0, denotamos por (P,,| - |) el espacio de Banach finito dimensional de
los polinomios de grado a lo sumo v, con la norma | - | dada en la Definicién 1.6. Fijemos para
el resto de este trabajo una e-red minimal para la bola unidad de P,, que denotaremos por I',,
donde € =477 y M(v) sera el numero de elementos de I',,. Entonces

r, = {15@,,: 1 SiSM(V)}.

Para cualquier sucesiéon d = (d;)72; definimos las subsucesiones a = (a;)2,, b = ()2, v
c=(¢;)2,,donde a; =ds;i—2, b =dsi—1y ¢; =d3;. Asia; <by <c1 <ax<by<ca<ag<....

DEFINICION 1.9. Para cada sucesién d, definimos las cuatro sucesiones siguientes:

50 = 07

Hn = NGp, Vp = n<an + bn)7
M(vn)

hn:E(210g2cn)a fnzl/n‘}'hn Z c

donde E(x) = [x] + 1, es decir, el menor entero mayor o igual que x.

DEFINICION 1.10. Para cada sucesién d, se define A,, como el conjunto de todos los poli-
nomios no nulos p(t) que cumplen las siguientes propiedades:

(i) p es de coeficientes enteros no negativos,
(i) [Ploc < hn,

(ii) gr(p)< M (vn>

(iv) p(0) =
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DEFINICION 1.11. Sean p1,p2 € Ay U {0}, n € N. Definimos el orden lexicogrdfico < sobre

A, U {O} de la siguiente forma:

Sipi(t) = Zj]\/i(lyn) a;t? (i =1, 2) entonces

p1 <p2 Stysolosi aiy<aoy

donde J = max{j : a1; # ag;}.

La razon de establecer el orden lexicografico dado en la Definicién 1.11 se encuentra en el
siguiente lema.

LEMA 1.12. Si d crece suficientemente rapido entonces para todo n € N y todo polinomio
p1, p2 € A, U {0} tales que p1 < po, se tiene que

p2<cn) _pl(cn) Z Cn; (1121)
y también

p2(cn) —p1(cn) > 3¢, (1.12.2)
donde J = max{j : aq; # ag;} con la notacion de la Definicion 1.11.

Demostracion. Sea J = max{j : a1; # as;} dado por la Definicién 1.11. Puesto que t divide a
p; (i =1, 2) entonces

si d crece suficientemente rdapido. Probemos ahora (1.12.2);

M(vn)
p2(cn) = pr(en) = Y (ogj — arj)c),
j=1
J
= Z(agj — auj)cl (de la definicién de J)
j=1
J—1
= (OéQJ — Ozl‘])Ci + Z(Oégj — alj)C‘ZL
j=1
> ¢ — Ipalep ! (va que ag;, a1 > 0)
> ey —gr(p) - [prloo - ey
>l — My(vn) by -7t (por 1.10)
> %c;{

si d crece suficientemente rapido, ya que M(v,) s6lo depende de n, a, y b,. O
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DEFINICION 1.13. Denotamos p,, el mdzimo de (An, <), que es

M(vn)

Pu(t) =hn Yt~
k=1
Sip<pny peA,U {0}, escribiremos pt para el sucesor de p en (An U {0}, < ), Y

J(p) = max{k’ Doap # az_}

donde oy, y a,': son los coeficientes de los polinomios p y p* respectivamente.

DEFINICION 1.14. Sea (wi)2, una sucesion de vectores linealmente independientes y V' el
espacio vectorial infinito-dimensional engendrado por dichos vectores: V = span{w; : i > 0}. Sea
T el operador desplazamiento a la derecha T :'V — V definido por Tw; = w;+1 para todo © > 0.

. ., . . [e.e] .
Para terminar esta seccién definiremos una base especial {wi}i_l de V dependiendo de la

sucesion d. Ademads, si d crece suficientemente rapido, probaremos que existe un isomorfismo
(algebraico) entre span{wi 1< < N} y span{ei 1< < N} para todo N € N (nétese que
aun no hemos dotado al espacio V' de una norma).

Consideremos 0 = & < v1 + hy ij\i(lyl) ¢ =& <vy+ hy Zj]\/i(ll’Z) ¢} =& < .... Los conjuntos

{0}, (§n—1,&n] (n = 1,2,3,...) forman una particién de N. Si d crece suficientemente répido
entonces cada intervalo (§,—1,&,] se puede dividir en unién disjunta de los conjuntos no vacios
(&n—1,na,] y (nay,§&,). Pero (&,-1,na,] es la unién disjunta de los siguientes conjuntos

(gn—ly an) U [a/’I’L? (079 + §n—1] U (an + én—b 2a'n)
U [2an,2ay, + &n—2] U (2a, + £n—2, 3a,)

U [ran, ran + 5n7r+1] U ((T‘ - 1)an + fnfr+1, Tan)

U [(TL - 1)ana (TL - 1)an + 51] U ((TL - 1)an + &1, nan)
U {nay,}.

Denotaremos G = Ule GY’") donde GY’") = [ran,ray + &,—r] v, asi mismo escribimos Gy =

(U:f:z Gé“”) U (§n-1,an) donde GS™™ = ((r = 1)an + &u—ri1,7an). Asi

(gn_l, nan] = Gl U GQ.
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Por otro lado, (na,,&,] también es la unién disjunta de los conjuntos

(nan, (an + bn)) U [(an + bn),na, + by
U (nan + bn, 2(an + bn)) U [2(apn + bn), na, + 2b,]
U (nan + 2b,, 3(ay + bn)) U [3(an + bn), na, + 3by,)

U (nan + (r—1)by,r(an + bn)) U [r(an + bn), na, + 7by]
U (nan + (n —1)b,, Vn) U{vn}

U (angn]-

Denotaremos Gs = |J"_, GY"™ donde G{™™ = (nan + (r — Dbp,r(an +b,)) y Ga=U;_; Gl
donde fo’n) = [r(an + by),na, + rb,]. Asi

(5n—1,nan] - G3 U G4 U (angn]-

Ademas, el intervalo (v,,&,] se divide también en unién de intervalos disjuntos (si d crece sufi-
cientemente rapido) de la siguiente forma:

(Un, Cn) U [en, cn + vp) U (€n + v, 2¢4)
U [2¢n, 2¢p, + vn] U (2¢,, + v, 3¢p)

U [p(Cn),p(Cn) =+ Vn] U (p(cn) + Vn,p+(0n)) (p eN,, pe A, U {0} resp.)

U [ﬁ(cn)7 gn]'

Denotaremos GY" = U pean [p(cn) p(cn) +val ¥ G8 = U sennvior, (p(en) + v, ™ (cn)). Ast

d=gr(p) p<p, d=gr(p)
(v, én] = G UG,

Teniendo en mente esta particién de N, daremos el lema principal de esta seccién. Sea F =
span{ei 1> 0} el espacio vectorial generado por los vectores basicos (e;);>0, €l cual es obviamente
denso en ¢!, y para cada n > 0, consideramos el subespacio (n+1)-dimensional F,, = Span{ei :
0<i<n}.



10 ALFONSO GUTIERREZ RAMIREZ

LEMA 1.15. Si una sucesion d crece suficientemente rapido entonces existe un isomorfismo
algebraico 0 : F' — V' con las siguientes propiedades:
(1.15.0) 9(60) = Wq-

1.15.1 Si los enteros r, n, i satisfacen 1 <r <n, i € G(T’n) entonces
( ’ ) ) 1
0(e;) = an—r(W; — Wi—rq,) (con ag = 1).
1.15.2 Si los enteros r, n, 1 satisfacen 2 <r <n, 1 € Gl respectivamente, n > 1, 1 €
2

(gn—la a’n)); entonces
0le;) = 2h=D/VaT Loy,

donde h = (r — 3)a, (respectivamente, h = 1ay,)
(1.15.3) Si los enteros v, n, i satisfacen 1 <r <n, 1 € G:(f’n), entonces

0(e;) = 20h=D/Vor Ly,
donde h = (r — 1)by,.
(1.15.4) Si los enteros r, n, i satisfacen 1 <r <n, 1 € Gl(f’n), entonces
O(e;) = w; — byw;_p,, .
(1.15.5) Si para algin polinomio p € A,, se tiene que i € ng), sea d = gr(p). Entonces
O(e;) = ol=lpl . (wi — Dd,v,, (T)w,-,cg),
donde T es el operador desplazamiento a la derecha unilateral (definido en 1.14).
(1.15.6) Sip < pn, pe A, U {0} yi€ Gén), entonces

0(e;) = 2=/ Ly,

donde h = (p(cn) +p*(cn))/2 y J(p) estd dado como en la definicion 1.13.

Demostracion. Si d crece suficientemente rapido, entonces N se descompone en unién disjunta
de los conjuntos (no vacios) considerados en el enunciado del lema. Por otra parte, 6(e;) =
Z;:O Aijwj con Ay # 0 para todo 7 € N. Por tanto, la matriz asociada a 6 es triangular superior
cuyos elementos en la diagonal principal son todos no nulos y asi, 6 es isomorfismo (algebraico). [

NOTA 1.16. Ademas, span{wi 0<i < n} = H(Span{ei 0<i < n}) = F,, para todo n > 0.
Por tanto, identificaremos V con el subespacio denso F de ¢! mediante el isomorfismo 6.

Six = Zf\io Aw; € F, denotaremos |z| = Zi\fzo [Ail. Asi (V,|-|) es un espacio normado.
Sea I, : (Fn,|-|) — (Fu,|l-||) » > 0, la aplicacién definida por I,(w;) = ¢€;, 0 < i < n
y B, = (ﬁij)?jzl la matriz correspondiente a esta aplicacién. Observamos que si n = f, (
respectivament’e n = v, on =E&,) para algin m € N, entonces la norma | - || en F,, sélo depende
del espacio ¢!, de la eleccién de m, y {a;}™, {b;, ¢; : 1 < i < m — 1} (respectivamente m,
{a;, b : 1 <i<m}, {¢ ;’;‘11 o {a;, b;, ¢;: 1 <i<m}). Por ejemplo, si d crece suficientemente
rapido entonces B,,  es triangular superior con los elementos de la diagonal principal no nulos. Por
tanto el determinante de (B,,,,) es menor o igual que 2. En general, si d crece suficientemente
réapido entonces el determinante de (B, ) es menor o igual que 2%,

Tenemos el siguiente lema.
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LEMA 1.17. Si la sucesion d crece suficientemente rapido entonces existen funciones

tales que para todo m € N

Ml,MQ,Mg :NxN-—N

max {|| L, ||, 11} < Mi(m,an) (1.17.1)

max {|| L, |, 11|} < Ma(m, bp,) (1.17.2)

maX{||I€m ) ||I_m1H} < M3(macm> (1-17-3)
donde ||I,|| = supjy=1 [Imull1-

NOTA 1.18. La aplicacién T : w; — w;y1 (i > 0) se considerard como una aplicacién en F.
El trabajo consistira en probar que, si la sucesiéon d crece suficientemente rapido, entonces este
operador es continuo y se extiende con continuidad a un operador hiperciclico en ¢*.
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2. Definiciones de algunos operadores en F

En esta seccion definimos algunas proyecciones sobre el espacio F' que son fundamentales para
obtener el resultado perseguido en este trabajo: la hiperciclicidad de todo vector no nulo del
espacio.

DEFINICION 2.1. Sea Q,, (m > 1) la proyeccion F' — F,,  tal que

eja 0 S .] S M,
Qm(ej) = ejfran+(7’fn+m)am7 ] € Ggr,n)a O<n—m<r < n,
0, en otro caso.

La proyeccion @, estd bien definida puesto que j—ra,+(r—n+m)a,, € GY‘"*m’m) C [0, pirn]-

DEFINICION 2.2. Sea RS, (m > 1) la proyeccién F — Fy,, tal que

€5, 0 S .] S gma
R;;,L(ej) =9 —n—rWj—ra,, JE GY’”), O<n—m<r<n,
0, en otro caso.

y sea Q5, = (I —wg) o RS, donde S = {e; : pim < i <&y} el es la aplicacion identidad.
Por la Nota 1.16, la proyeccién R{, esta bien definida pues j — ra, € [0,&,—.] C [0,&].
NOTA 2.3. Sea S ={e;: pim <i < &n}. De la Definicion 2.2,

€5 0< j < foms
Q?n(ej) = _an—r(l_ﬂ-s)wj—rana j Gngn), 0<n—m<r§n=
0, en otro caso.

Como G(Span{ei 0<1 < am}) = span{w; : 0 < i < a,,} entonces wj_,q, = ZZZO_I QLEL;
ademas j—ra, < &,—r < @y < fbm. Ahora por 1.7 se tiene que mg (wj_mn) = WS(ZZZO_I akek) =
0. Por tanto,

€j7 0 S ] S Hmys
Q:q(ej) = —Ap—rWj—ra, _] S Ggr,n), O<n—-m<r< n,
0, en otro caso.

Asi, @7, es una proyeccién F' — F), vy estd bien definida. Ademds, se obtiene facilmente que
Ry — Qo =mgoR. =mg.

DEFINICION 2.4. Sea P, (m>n>1) el operador Tpm o Q. donde

wj, 0<j<(m-—n)an,

7. F = F con  Tpmlw;) =
nm Hm Hm nm( j) {0’ (m_n)am S] S may,,.
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3. Lemas preliminares

LEMA 3.1. |Q..]| =1 para todo m.

Demostracion. Puesto que ||@n,(e;)|| =1 o 0 para todo j, y la norma de la proyeccién @, sobre
' es sup; [|Qm(e;)]| se sigue el resultado. [

LEMA 3.2. Sid crece suficientemente rdpido entonces ||Qy, || < am y ||R5,|| < am para todo m.

Demostracion. R, (e;) es e; o 0 a menos que j € GY’”)

&nor < &,_1. Por tanto se tiene que

con 0 < n—m < r < n; ademas

12 (el =an—rlwj—ra, | < am-1l[wj—ra,|
=am-1lllg,_, (¢j-ra,)l
<Gm-1-Ms(m —1,¢m_1) < am (por (1.17.3))

si d crece suficientemente réapido. Ademads ||Q5, || < [ — 7ws|| - || R;,|| = || R, || lo cual concluye la
prueba. [J

LEMA 3.3. Sid crece suficientemente rdpido entonces || Pum|l, ||Tnm|| ¥ ||@noPrum|| son menores
0 iguales que a, - M3(n,c,) < apt1 para todo 1 < n < m.

Demostracion. Puesto que Ppme; = TpmQme; y, por 2.1, Q. (e;) es cero o e; para algin j € [0, fty,]
entonces sup; ||Pome;i|| < maxo<j<p,, ||Tnme;ll. Ahora de (1.15), (2.4) se tiene que para todo
j € [07/1’771]7

( Tom (@m—r (W) — Wj—ra,,)) JjEe G’Y’m), 0<r<m, j>(m-—n)an,
Tam(€5) = { € si j < (m —n)ay,, cumple (1.15.1) o (1.15.2),
L 0 si j > (m — n)a,, cumple (1.15.2).
( —Ump—rWj—ra,, J € G(lr’m), m—n<r<m,
=19 € si 7 < (m —n)a,, cumple (1.15.1) o (1.15.2),
L 0 si j > (m — n)ay,, cumple (1.15.2).
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Por tanto,

max || Tyme;|| < max (1, sup  am—r||Wj—ra,, ||)
j jea(nm

m—n<r<m

< max {1, (a, - nax [ will) }

<mex {1 (e e e O}

< an - Ms(n,c,) (por (1.17.3))
Luego si d crece suficientemente rapido entonces,
sup || Pomeési|| < an - Mz(n,cn) < aps1

para todo n € N. Puesto que @,, se comporta como la identidad en el dominio F), , de T,m
entonces, ||[Tnm|l < ||Tam © Qml| = ||Puml|. Por otro lado, para el operador @,, o P,,, se tiene que

Sl;p HQn(an(ei)) H < HQTLH T Qp M3(n7 Cﬂ)

= ay, - Ms3(n,cy,) (por 3.1)

< ap41

siempre que d crezca suficientemente rapido. [

Los operadores definidos en las secciones anteriores son absolutamente continuos y por tanto se
extienden con continuidad a #*. Abusando de la notacién, para el resto del trabajo los denotaremos
de igual forma.



UN OPERADOR EN ¢! 15

4. Estimacién de ||T||

En esta seccidn, si d crece suficientemente rapido, obtenemos la acotacién de la norma del operador
T y estudiamos su comportamiento sobre la base canénica {e; : i > 0} de £*.

DEFINICION 4.1. Un operador lineal acotado T : X — Y se dice nuclear si existen sucesiones
(3)n € X* e (yn)n CY tales que

(4) > sl - llynll < oo
n=0
(i)  T(x)=Y ap(@)yn VrzeX.
n=0

La norma de un operador nuclear T se define como

oo
1T fowe = inf | { [l ] - IIanI}-
yn €Y n=0

LEMA 4.2. Sean > 0. Si d crece suficientemente rdpido entonces |T|| < 1+ n. Mds aun,
existen dos subconjuntos R y S de N no vacios de modo que I’ =Ts + Tgr siendo Ts =T omg un
operador desplazamiento a la derecha unilateral con peso tal que ||Ts|| < 1+ %77, yTr=Torg
un operador nuclear con ||Tg|| < 3.

Demostracion. Consideramos los conjuntos

Ry = {0},

Rlz{mn—kfn_r:lgrgn}, Rgz{mn—lzlgrgn},
Rg:{7‘(an+bn)—1:1§r§n}7 R4:{nan+rbn:1§7“§n},

Rs = {p(cn) + v : p€A,, d=gr(p)}, Rs ={pT(cn) —1: peA,, d=gr(p)}.

Con la notacién dada en 1.15, definimos para cada n € N, los conjuntos S; = G;\R; i =1,2,...,6
(donde hemos denotado Gén) =G5y Gén) =G¢)y R = U?:o R;, S = Ule Si. Si d crece
suficientemente rapido, entonces R|JS =Ny R[S = ). Ademds, estos conjuntos se definen asi
para estudiar el comportamiento del operador T actuando sobre los vectores basicos (e;);>o de £
usando el Lema 1.15; recordemos que Tw; = w;+1, ¢ > 0. Estudiamos diferentes casos.

Caso 4.2.0. Supongamos que i = 0 € Ry entonces wg = €y, Teg = wy = 2(1—71)/\/H - e1; por
tanto "
ai
ITeol =22V < 4y
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a_ .
si d crece suficientemente rapido. Nétese que la identidad e; = 202 ~1/Vey, proviene de (1.15.2)
y por tanto, estamos suponiendo que 1 € (0,a1), es decir, a; > 1. Esto no supone pérdida de
generalidad pues exigimos durante todo el trabajo que la sucesiéon d crezca rapidamente.

Caso 4.2.1. Supongamos que i € S; entonces,

e = T (- 110
= Qp_p * (wi+1 — wi—ran+1)

= €i+1

Te;||=1<1+ 3n.

puesto que i + 1 e i — ra,, + 1 cumplen (1.15.1). Asi

Caso 4.2.2. Supongamos que i € Sy entonces,

Tei

h—i
Van ;)
i
— 9+a, CWig1
h—i i4+1-—h
2V, 2 Van ey (puesto que i + 1 cumple (1.15.2))

1
=2 Vay, €it1-

T(2
h—

1
Por tanto ||Te;|| = 2V < 1+ 17 si d crece suficientemente rapido.
Caso 4.2.3. Supongamos que ¢ € Sz entonces,

h—1

hi
1

L
puesto que i+ 1 cumple (1.15.3). Luego ||Te;|| = 2Vo» < 1+ £n si d crece suficientemente répido.

Caso 4.2.4. Supongamos que ¢ € Sy entonces,

Tei = T(U}Z — bnwi_bn)
= Wi4+1 — bnwi—i—l—bn

= €i+1

puesto que i + 1 cumple (1.15.4). Evidentemente ||Te;|| =1 < 1+ 3.
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Caso 4.2.5. Supongamos que i € S5 entonces,

Te; = T(217|p| < Cn (Wi — Py, (T)Wi—ca)
=217 IPl ¢ (wig1 — Pa, (T)w;—ca11)
= €i+1

puesto que i + 1 verifica (1.15.5); obviamente ||Te;|| =1 < 1+ 3.

Caso 4.2.6. Supongamos que ¢ € Sg entonces,

) jed (P)=1/2
i)/ cn T

T@i = 2(}7’7

Wj

J(p)=1/2
=2/ €it1

puesto que i + 1 verifica (1.15.6). Ademds se cumple que J(p) > 1. Por tanto,

J(p)—1/2

|Tey]) = 24/
< ol/ven
<1+3n
si d crece suficientemente rapido. Luego Tomg es un operador desplazamiento con peso que aplica
1

e; en d;e;4q con max |§;| =2Va <1+ %77, si d crece suficientemente rapido. En consecuencia,

| Toms|| <1+ %77.

Por otro lado, si consideramos ¢ € R la expresion del operador T o mgr actuando sobre los
vectores bésicos de ¢! es mas elaborada. Hemos estudiado en los casos anteriores que si ¢ cumple
la propiedad (1.15.k) (k =1,2,3,4,5,6) entonces i + 1 también cumple la misma propiedad. Los
casos que estudiaremos ahora son aquellos en los que ¢ cumple la propiedad (1.15.k) pero i + 1
cumple otra distinta.

Caso 4.2.7. Supongamos que i € R;. Estudiaremos los casos 7 < n y r = n debido a la
distincién realizada en (1.15.2). En primer lugar si tomamos r < n,
Te; = T<an—r(wi - wi—ran))

= an—r(wi—l—l - wi—l—l—ran)

it1—h

=an—r(2 Vo €41 — Wit1-ra, ) (de (1.15.2))
bn—rtl—2an

= an_,,(2 va, €it1 — wgn_TJA)7 (puesto que h = (r + %)an Y €ner =1 — ray).

Veamos el caso r = n; como i = na, = W, entonces i + 1 = na, + 1, que cumple (1.15.3) y
h = %bn. Luego
i+1—h nan‘i’l*%bn
Wip, = 2 Vb, i1 =2 Vb, ey
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Por tanto,

En—rt+1— %an

( ) (n,7) 2 Va, r<n,
'e; = ap_r(€1€i41 — Wit1— donde &1 =¢1(n,r) =
(3 n—r (3 (2 Tan bl nay 1 %bn

2 Vb, r=n.

Nos queda poner wj4i_rq, en funcién de e;41_,4,. Puesto que ¢ € R; se tiene que i — ra, +
1=¢&,—r+1,1<r <mn Luego & _»+1 € Up_;(&—1,ar) por (1.15.2). En particular, si
N >1, k€ ({n—1,an) entonces ey = Q(h_k)/\/ank, h = %aN.

En nuestro caso k = &, + 1, asi que si N = n —r + 1 entonces éEny_1 = &, ¥, por tanto,
(S (gnfraanfr+1)' Luego

En—rtl1—h
We, _,+1 =2 Ve i1 €¢,_.+1 conh = %an_ﬂ_l.
Asi Te; = ayp—, (€1€i+1 — 5265%#1) donde

Sn—r"_l_%an—r-i-l

62 — 2 \/an—r+1

bn—rtl—2an
2 Va, r < n,

€1 = nan—|—1—%bn
2 Vbn, r=n.

En consecuencia,

I Teill < an—rez(lleirill + lleg, 41l
=ap_r2- &2

1
si d crece suficientemente rapido.

Caso 4.2.8. Supongamos que i € Ry. De (1.15.2), 1 <r < n,

Wrq,, -
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Como i = ra, — 1 entonces i + 1 cumple (1.15.1), por tanto

€i+1 = Qn—r (wi+1 - wz’+1—mn)
= an—r (wi—H - ’U}())

= Qp—r (wTan - w()) .

Como wgy = eg, entonces

Wiyl = Wrq, = €0 + €it1-
n—r
Por tanto, ||wy,, || <2y asi
1—a,/2
|Te;|| <2-2 Van < %77

si d crece suficientemente rapido.

Caso 4.2.9. Supongamos que i € R3 con 1 <r <n. Por (1.15.3)

= 2Vbn w1 con h = (r+ %)bn

En este caso, i +1 (= r(an + by,)) cumple (1.15.4) y por tanto

_rap+bp/2-1
Te; =2 Von * Wr(a,+by)

=& Wr(ay,4by)-
Si escribimos k =i + 1, de (1.15.4), se tiene que ey = wy, — b,wg_yp,, . Luego,

Wk = €j41 + bpwr_p,
9
= ey + bpeg—p, + by wir—op,

2 3
= ey + bpeg—p, + b wi—op, + by wi_3p,

r—1

= E bl ex—jb,, + by Wk—rp,, -
=0

Puesto que k — rb,, = ra, por (4.2.0), se concluye que
r—1

Wit = Z bﬂek—jbn + b:b (eo +
§=0

era).
n—r

19

(4.2.0)
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Obsérvese que si d crece suficientemente rapido entonces,

r—1
; 1
a-(meb;(Ha )><%n.
j:0 n—r

Caso 4.2.10. Supongamos que i € Ry. Puesto que i € Ry entonces, por (1.15.4)
TGZ' = T’(U)Z — bnwi_bn)
= Wit+1 — bpWit1-v,

De nuevo distinguimos los casos » < n y r = n. Para el caso r < n, como ¢ = na,, + rb,, entonces
i+ 1€ Sspor (1.15.3); asi que

h—i—1
1
€i+1 = 2 \/l;n Wi41 = (’I“ + Q)bn-
Luego
i+1—7by—b, /2
Wiy = 2 Vb €it1

nanp+1—>b,/2
=2 \/En €it+1-

C

Pero si r = n entonces i = n(a, +b,) = vp, y por (1.15.6), i +1 =v, +1 € (vy,cn), h = Gy

J(p) = J(0) = 1. Por tanto
Un+1l—cp/2
wig1 =2 Ve o ey

Puesto que i +1 — b, (=na, +1+ (r—1)b,, 1 <r <n) cumple (1.15.3), entonces

nan+14+(r—1)b, —(r—1/2)b,
Wit1—p, = 2 Vo “€if1-b,

nanp+1—>b,/2
=2 Vb ey,

En definitiva,

|Te;|| = ller€ir1 — bncaeiyis,|| donde eo=2  Vou Vntl—c,/2

nan+1—b, /2 €9 r<n,
g1 =
2 Ve T =n.

De este modo tenemos que [|Te;|| < %77 si d crece suficientemente rapido.

Caso 4.2.11. Supongamos que ¢ € Rs. Entonces ¢ = p(¢,,) + v, para algin p € A,,. Por tanto,
Te; = 21_|p|ch(w¢ — Dd,v,, (T)wi,cg)

= 217|p|cn (wp(cn)+yn+1 — Pd,v, (T)wp(cn)-i-vn-i-l—ci)

Vn
=2 lPle, (w — QW
n| Wplen)+vn+1 EWi4p(cn)+vn—cd+k
k=1



UN OPERADOR EN ¢! 21

donde pg ., (t) = >, axth y d es el grado de p. Como [P, | < 1, entonces

ITell < c. (pr(cnwmu + max \|w1+p<cn>+yncg+ku). (4.2.1)

Ahora, aplicando (1.15), (1.12) se tiene que para todo p € A, U {0},

2(1—€n—an+1/2)/\/5n+1’

P = Dn,
lpenyvntall = { (v =T (en) =p(en))/2)/e] P12 D < P,
<2 Va3 (por (1.12.2)) (4.2.2)

si d crece suficientemente réapido. De forma similar, si tomamos el polinomio ¢(t) = p(t)—t¢ € A,,U
{0} por (1.15.6), obtenemos e, para cada r € (q(cn)+vn, ¢ (cn)) 2 (1+q(cn) +vn, 1+q(cn)+2vy)
(g7 (cn) — q(cn) > ¢p si d crece suficientemente rdpido). Por tanto, para cada 0 < k < v,

401 et ] = 20 aten) = ()20

< 27Ven/3 (4.2.3)
si d crece suficientemente rapido. Luego aplicando (4.2.1),(4.2.2) y (4.2.3) se tiene que
| Tei|| < 2¢,-27Ven/3 < 1 (4.2.4)

para todo n € N y d creciendo suficientemente rapido.

Caso 4.2.12. Supongamos que i € Rg entonces i = p*(c,) — 1 para algtin p € A,,. Por (1.15.6),
(1.12.2),

1+(p(63)—pj(2cn))/2
Te; =2 e " Wpt(cp)»

Cpn)— + Cn el —1/2 _
| Te;|| = 201+ Plen)=pT(en))/2)/ (™ 77) . [wpt (e (J = J(p))

< 9Ul=Fe/(en 12

(4.2.5)

) prJf(cn) :

Ahora daremos una cota superior de maxy {||wp(cn) ||} Para ello generalizaremos ligeramente la
estimacion que se pretende obtener. Denotamos

L, = max {||jw;]| : j € G, pe A, U{0}, |p| =7} (4.2.6)
De (1.17.2) se tiene que
Lo = max {||wj|| : j € G§”, p e Ay U{0}, |p| =0}

= max { [|w; | : j € [0,v5]}
S MQ(nvbn)~
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Por otro lado si gr(p)=d, |p| = r > 0, entonces para todo j € ng), (1.15.5) da que
w; = C;I . 2T—1ej —’_ﬁdﬂ/n (T)wj—cfl
lwill < et - 277 A [P, (T)w;—ca |l
Puesto que [Py, | < 1, gr(Paw, )< vn y 7 — ¢t € [p(cn) — ¢, p(cn) — ¢ + v,], entonces
ﬁd,un (T)wj—cﬁ € A{wk ke [q(cn)7Q(Cn) + 2Vn]}
donde A denota la envolvente absolutamente convexa y q(t) = p(t) —t¢, |¢| = r — 1. Asi que para
todo j € Gén)

lw;l| < cgl 2"l 4 max (LT_I,maX{||wk|| k€ (q(cn) + Un,q(cn) + 21/,1} })

Nétese que L,_; cubre los casos k € [q(cp), q(cn) + vyn]. Por (1.15.6), el dltimo méximo de la
parte derecha de la igualdad anterior es menor que 1 si d crece suficientemente rapido; por tanto,

L, < c;l 221 4 max (Lr_l, 1).
Hemos visto que Ly < Ms(n,by,); por otro lado
L < cgl .20 4+ max (Lo, 1)
< ;b 4 My(n,by),
Ly < cgl <21 + max (Ll, 1)
<t 24,20+ My(n,by).

Asi,
r—1
L, <c;* 22k> + Ms(n,by,)

k=0
< Ms(n,b,)(1+27¢; ") (si d crece suficientemente rapido)
< M (n, by) (1 + 2" M) (va que r = [p| < [ploc - gr(p) < P - M (v))
< Ma(n,by,) (1 + 9 (108, CZH)'M(”")C#) (va que hy, = E(2log, c,) < logyc? + 1)
— ]\42(,”/7 bn)(l + 2M(un).log2(ci) . 2M(Vn) . C;l)
= Ma(n, by) (1 + 2Mn) . oMn) 1)

2M (vy,)

< My(n,b,) |14+ = 5 ) (si d crece suficientemente rapido)

< Ma(n, by )c2Mn), (4.2.7)
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Por tanto de (4.2.5),(4.2.6) y (4.2.7) se tiene que

_3 Iy 0T 172
| Teq]| < 2072/ s o, | (J =J(p))

J—1/2

3
< o(1—Fen)/en My (n, by, )c2M )
<1in
para todo n € N y d creciendo suficientemente rapido.

Puesto que los casos estudiados son todos los posibles, concluimos que si d crece suficientemente
rapido y n > 0 entonces |Tomg|| < 3n y |[Tonms|| <1+ 3n. Por tanto
T =Ts + Tr = (Operador desplazamiento derecha con peso) + (Operador nuclear).

Obsérvese que la perturbacion del operador T o mr posee norma nuclear pequena. Escribimos
T o mr como una suma infinita de operadores de rango finito Y .o y¥ ® e;, en la topologfa fuerte
de operadores, donde el tensor elemental y; ® e; actia de la siguiente forma:

(y; ®ei)(ex) = y; (ex)e;

= ¢; (T omr(ex))ei.

Ademas, para cada i > 0 se tiene que

ly; | = sup |e; (T o mr(e;))| = Bi

j=0

donde e € (> y cada valor (3; se deduce de los casos estudiados anteriormente, ¢ € R. Si
consideramos el operador T o mr como una matriz infinita (tij);’,‘ézo y escribimos (T om R) (i) Para
la i-ésima fila de esta matriz, entonces ("o 7TR:1;)Z. =((To 7TR)(Z.), z)yconz €ty

oo

Tormpr = Z <(T o FR)(i),.’B>€i.
i=0

Asi, una representacién nuclear del operador T o g es Z:;io (T oT R) ® e;. Por tanto,

(4)

[T omrll < [T o 7Rl = ; (T omr) ;) - lles]

= ; (T omr) i

Bi

si d crece suficientemente rdpido. Por tanto ||T| < (1 + 3n) +

5 n = 1+ 7 como se queria
probar. [

1
2
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5. Comportamiento de ciertas potencias de T

En esta seccién probaremos que si d crece suficientemente rapido entonces para cada n € Ny
k
k = k(n) € N el operador iterado T~ estd acotado en ¢!\ F, .

LEMA 5. Sean > 0. Si d crece suficientemente rapido entonces para todon € N, 1 < k <
M(vy,),
k
| T o (I —Ry)|| <14n. (5.0.1)

Demostracion. Para probar (5.0.1) veamos que para todo n, i,
k
[T o (I = Ry)esl| <1+
Como en el Lema 4, consideraremos algunos casos.
Caso 0. 0 < j <&,. Entonces (I — Ry )e; =0y por tanto ||TC7’i o (I — Ry)ej|| = 0.

aso 1. Para algin m > n, 1 <r <m, j 7. Consideraremos dos subcasos: m —n < r
Caso 1. P lgti >n,1<r< ,jeGYm)C d d b <
ym—mnZ>r.

Si m —n < r entonces R (e;) = —am—_rWj_ra,, POr (2.2). Luego (I — Ry)e; = Qp—rw; y asi

k L. . .

no(l— €; = Um—_rWiytcok. Ademas j4c: > ray,+cy > ray, +&,— si d crece suficientemente
T¢no(I—RS)e; jer- Ad j+ck > +ck + d ficient t
rapido (pues m —r < n). Asi, para algiin 0 < a < c¥ podremos escribir

s e Il = 1T (Wraser41)]l < 27 - €1
donde, como en el caso 4.2.7 del Lema 4,

€m7'r+]—_ %a/m

2 Van r<m,
€1 = 51(m,7’> = mam—l—l—%bm (5.1.1)
2 Vb, r=m.

Am

Por tanto, 1 <27 4 para todo 1 <7 < m si d crece suficientemente rapido. Asi

K Koo _V/am
[T o (I = Ry)ej|| < am—p - 2% -27 4

<n

con k < M(v,) para todo m > n y d creciendo suficientemente rapido.
Si m —n > r entonces por (2.2), Ry e; = 0. Luego

k k
TC" o (I — RZ)ej = Tcnej

- am—’r’('wj—l—cfL - wj—ram—l—c’fb)'
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Por otro lado, si j + c* < ra,, + &,_,, entonces la parte de la derecha de la tltima igualdad
€s €jyck ¥ sij+ ch > rap, + &n_, entonces tenemos que

a’m_rTa<wTam+§m—'r+1 - wfm—r"_l) = am_rTa(gleTam""fm—r"_l - 62e£m—r+1)
para algtin « € [0,c*) donde, como en el caso 4.2.7 del Lema 4 y (5.1.1),

Em—'r"‘l_%am

61:2 Van,

—v/am

<2 4

&-m—r‘i'l_%a'm—r-&-l

52 — 2 \/amfr+1

Y
<27 1

con r < my sid crece suficientemente rapido. Asi,

T es]| < oy 2%(e1 + &3)

M _\/m —v/0m
<y -2 (27 1 +27 4 ) (M = M(v,))

<n
para todo m,r tales que m —r > n y d creciendo suficientemente rapido. Luego el Caso 1 queda
completo y, por tanto, ||T% o (I — R?)e |l <.

Caso 2. Sipara algiin m > n se tiene que ¢ cumple (1.15.2), es decir, i € (ra,+&m—r, (r+1)am)
(respectivamente, i € (§,,—1,a,)) con 1 < r < m entonces, Ry e; = 0 por (2.2), y por (1.15.2),

h—i
€; = 2Vam s W;

1

donde h = (r + 3)a,, (respectivamente, h = 3

apm). Asi que
k k
T o (I — R,Z)ei = Tcnei
h—i
= 2V wy k. (5.1.2)

Ck:

Sii+ck < (r+1)a, (respectivamente, i + c* < a,,) entonces (5.1.2) es 2Vom “€icx . Por tanto,

k

T o (I — R%)e;|| = 2Vam < 147
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para todo m > n, k < M(v,) si d crece suficientemente répido.

h—i
Por otro lado, si i+ cf > (r+ 1)ap, (resp., i+ ¢k > a,,), entonces (5.1.2) es 2V T, 41),,,
para algiin « € [0,cF). Resulta inmediato de (1.15.0), (1.15.1) que [[w(,11)q,, || < 2. Luego

h—1
1T o (I — RS)e|| < 2Vam - ||T||* -2
k Am
Ch ™9

<2 Vam .9l .9 (M = M(v,))

puesto que h = (r + 3)a,, (respectivamente a,/2), i +c& > (r + 1)a,, (respectivamente a,,), y

. Si denotamos M = M (v,,) y d crece suficientemente rapido, entonces

_1 vV Aam
1+ Tm).g— 7 <)

M
e (

T o (I — R)esl| <2

para todo m > n.

Caso 3. Si para algin m > n, i € Ggr’m), es decir, 7 € (mam + rbm, (r + 1) (am + bm)) con
0 <r < m, entonces Roe; = 0. Por (1.15.3) se tiene que

h—3

Tone; = T (2Vbm - wy;) (h = (r+ $)bn)
h—1i
=2V -,y o (5.1.3)

Sii+ck < (r+1)(a,,+b,,) entonces (5.1.3) es 26/ Vbm €ick , un vector de norma 260/ Vo < 14
para todo n < m si d crece suficientemente rapido.

Sii+cf > (r+1)(am + by) entonces para algin a € [0,cF), (5.1.3) es

h—i
2 Vb T (W(r+1)(am+bm))'
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Por tanto, usando (1.15.4) se tiene que

k ﬁ—l—a
T ]| < 20m " - |

W +1) (am +m) |
h—i T
=2Vbn ' H <Z bjme(r+1)am+(T+1_j)bm) + b:n—i_l (60 + avn}r—l e(r—|—1)am> H
j=0
h—1i ta
< 2Vbm ' (m 4 2)b7
c® b, /2

<2 Ve M(mA2bT (M= M)
(puesto que h = (r + 2)by, e i + > (r41)by)

cM

Vb  Cn

<2772 2 2Vbm - 2M L (m 4 2)p™
Voo,

<2727 2 oM (i 4 2)p
Vo

<2727 .22 L (m 4 2)p™

<7

para todo n < m y d creciendo suficientemente rapido.

Caso 4. Si para algan m > n se tiene que i € Gf{’m)

consideramos la norma del vector

entonces Ry e; = 0 por (2.2). Asi que

k
Cc —
Tre; = Witk — bnWiyck p,, -

Sii+cF < ma,, +7rby, entonces, por (1.15.4), la parte derecha de la anterior igualdad es itk s
que es de norma 1.

Si i+ c* > ma,, + rb,, entonces para algtin a € [0, cF)

c® _ pa
Tme; =T (wmam+rbm+1 - bmwmam+(r—1)bm+1>
=T“ (glemam—l—rbm—i—l - bm€2€mam+(7"—l)bm+1)
donde, por (1.15.3),
mam—l—l—bTm Vm"‘l_ch
g9 = 2 \/Bm y g1 = 2 \/Em y r=m,
€2, r<<m.

m

En cualquier caso tenemos que max{ey, 2} <27 4 | sid crece suficientemente réapido. Asi que

o N _Vbm
[T eill < ITN*(X +bm) -27 4
M \/gm
<2 (14by) 27 4 (M = M(vy))

<n
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para todo m > n si d crece suficientemente rapido.
Estudiamos ahora los casos en los que 7 € Gém) U Gém) con m > n.

Caso 5. Si para algin m > n con p € A,, se tiene que 7 € Ggm) entonces, R;e; = 0. Para el
caso en que i + c < p(ey) + v se tiene que Tche; = Citck -
Por otro lado, si i + c& > p(c,,) + vy, entonces para algin a € [0, cF),

TCZ €i = Ta ’ Tep(c7n)+1’m'

Ahora bién, de (4.2.4)

_Yem
1T €p(cp)4im | < 2¢m - 273
y asi,
Ve,
T e;|| < 24’ c,, - 27 8 (M = M(w,))

<
para todo m > n y d creciendo suficientemente rapido.

Caso 6. Si para algin m > n, p € A, U {0} tal que p < p con i € Ggm), entonces RS (e;) =0
por (2.2) y por (1.15.6),

Tehe; = 20—/ ™) Wik (J = J(p))
donde h = (p(cm) +pt(cm))/2. Luego si i+ ck < p*(c,), entonces

The, = 20D/ %) | (Qlireh /(T D LY
T-1/2) !

— 9gcn/(c

ei—&-cﬁa

y por tanto, | T<me;|| < 1+ si d crece suficientemente répido.
Por otro lado si i + cf > p*(c,,), entonces para algin « € [0, c¥)

ck o —3 cJ—1/2
TCne; =T (2(h )/ (em ).wp+(cm)),
Asi,
ck [ —i)/(c]~1/2
1 Tn e < 22F =m0 |
S 2a+(h_i)/(c;]n71/2)M2(n, bn)ciM(V”) (pOI’ (427))

Ahora usando (1.12.2), entonces

|7 es]| < 20D My (, by )2 )

< 9ot (ER=Be /BT £, (1, by ) 2M W),
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puesto que, por (1.12.2),

h—1< 5 —}—cﬁ—pJ’(cm)
:ck+p(cm)_p (Cm)
" 2
3
<ck el
—C’I’L SCm

Luego

gt (en=3e1,/8)/ (5 %) Ny (n, by, ) 2M (n) < gen+(en=3en/8)/ (e *) g, (1, b, ) 2M ()

S Mg(n, bn)CiM(Vn)226£L/I . 2—307‘;/8

<n

para todo m > n y d creciendo suficientemente rapido. Puesto que los casos estudiados son todos
los posibles,

I o (I = Ry)esl) <147
para todon > 1,k < M(v,) ei>0. O
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o

6. Los operadores 7,,, o Q,,

En la primera parte de esta seccién se define el conjunto K, que sera fundamental para probar
la ciclicidad de todo vector no nulo de ¢'. Posteriormente se prueba que si d crece suficientemente
rapido entonces, para todo elemento  no nulo de #1, el vector Q° (z) pertenece al conjunto K.

DEFINICION 6.1. Dados n,m € N, n < m y la sucesion d, se define K, C F,, como el
conjunto

(o€ By ol < e Il 2 2}
Kpm es un conjunto compacto de F,,, , que depende sélo de la eleccion de (a;)T, (b)Y, (c) ™y,
y del espacio (*.
DEFINICION 6.2. Dado m € N, se define el conjunto A, = {e;: i > pm}.

LEMA 6.3. Sid crece suficientemente rdpido entonces para todo x € £* con ||z|| =1, N € Ny
n > 0, existen m,n € N con m > n > N tales que

17, ()] <7
Y

Qn(2) € Knm (6.3.1)
Demostracion. De la Definicién 6.2 resulta obvio que la sucesion de conjuntos (Ai)¢>1 estan

encajados. Por tanto, si x € ¢! entonces existe mgy € N tal que para todo m > my, ||7a,, || <.

Probemos ahora (6.3.1). Sea x € ¢! arbitrario con ||z|| = 1. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer N = mg. Puesto que ||z|| = 1, entonces [|Q2,(2)| < a,, para todo m € N por
(3.2). Trataremos ahora de encontrar m > n > N tales que

1
[Tnm © Q@ (2) || = — (6.3.2)
am
Ahora bien, max;>¢ ||@nei]| = 1 puesto que Qne; es o cero o algin e;; por tanto |Qy| = 1. Por

otra parte, si tomamos zo € F existe ng € N de modo que @Q,(xg) = xo para todo n > ng;
ademas I es denso en /1. Por tanto se tiene que lim, .o, Q,(z) = 2 y ||Qn(x) — z|| < 1/2 para
n suficientemente grande. Luego basta elegir n > N de modo que

1Qn (@)l = 3ll2ll = .

Por otra parte, si z € F entonces también existe kg € N de modo que @, P,x(z) = z para todo
k > ko. Ademss ||Q,, Pkl < an+1 para todo k > n. Por tanto

klggo QnPuk(z) = Qu(z).
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Elegimos asf k suficientemente grande de modo que ||Q;, Poi(z)| > --. Asf

ar S QP (@) < @nlll1 P ()],

es decir,

1 1

anllQull — an’

Ahora bien, si d crece suficientemente rapido y

[Pak () ]| =

. 11
170k © Qp ()] > %, ar
entonces se tiene (6.3.2).
Supongamos ahora lo contrario,
ok 0 Q@) < 5 — <
Tnk © x — < —
nk k — 2a, T ag
Como X
1P (@)} = I7ar 0 Q)| 2 = (de (x))
entonces

17 0 (Qf = Qi) (@)l = [I17ar QR (@) ]| = Tnr Qe ()]
= 17k QR (@) ]| = | P ()l

Puesto que ||7,£Q% ()| es menor o igual que 1/2a,, y || Pk ()| es mayor o igual que 1/a,, se tiene
que

7k 0 (@5 — Q@) = (6.33)

_E.

De (1.15.1) y de las Definiciones 2.1 y 2.2 tenemos que para todo j > 0 (n < k < m),

(€ej — € 0<j < kag,
(Q —QO)eA: e + Upy W icGU"™ 0<m—k<r<m
k k)€ j—ram+(r—m+k)ay m—rWji—ra,, J 1 s = 1,

( 0 en otro caso.

Puesto que j — ray, € [0,{m—r], 0 <m—k<r<my(r—(m-—k)a, € {ak,2ak,...,kzak},
entonces

[ngm—r] C [Ovém—(r—m—kl@)] = [O,gm—T’]

j—ram+ (r—m+k)ay € [rax, v ar + Em_r].
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donde v’ =r—m+k e {(m—k)+1,(m—k)+2,...,m}. Por tanto,
J—ram+ (r—m+k)ag € GY""‘).

Si escribimos s = j — ra,, + (r — m + k)ay, entonces de (1.15.1),

S Ggr ™) y €s = Qf—yp/ (ws - ws—r’ak)v
es decir,
€s = amfr(ws - wjfram)-
Con lo que
. r,m
A —rWj_ra,, +(r—m-+k)ax j e Gg ), O<m—k<r<m,
(Qr — QR)e; =
0 en otro caso.

Ahora de 2.4, tenemos que

Am—rWj—ra,,+(r—m+k)ay jEe GY””), O<m—-k<r<m-—n,
Tk (Qr — Q) ej =

0 en otro caso.

Se sigue que

Tk (Qk — Q) = Tk (Qr — Q) o 7s

donde
S = {ej D j € U Gﬁ”’m)};
m>k
re(m—k,m—n)
y asi,
S=JSm donde S,= |J &"™.
m>k re(m—k,m—n)

Entonces usando ahora (6.3.3),

1 (¢} o
5 < 17 (@ = Q) @) = [l (@1 = @F) o s ()]
< N7kl @k — QF s ()],
y de los Lemas 3.1, 3.2 y 3.3,

1

| > 5
Zan”Tnk“ HQk - Qk”
1

2apan11(1 + ag)’

I7s ()
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Luego para algin m > k (n < k < m) se cumple la desigualdad

1

2-apn - ant1(l+ ag)
2k—m

I7s,. ()] >

>

. 6.3.4
2 an - apy1(l+ag) ( )

En cualquier caso, si j € S,,, entonces

Tan?n (ej) = Tnm (ej)

—¢; (< (m—n)an)

donde en la dltima igualdad se ha usado que @, se proyecta en F), , Qr (e;) =e€; si j € [0, i)
y que j € S, siysoélosijelJ )Ggr’m). En particular, wg,, 7hm Qo (€;) = €; si j € Sp.

Maés aun, para j € N

re(0,m—n

((€j J < map,
Q. () =% —ar_p Wwj_ra, FEGT, 0<t—m<r<t,
. 0 en otro caso.

Pero como j — rat € Ugy_pycr<tl0,&t—r] C [0,§m—1] se concluye que

(€ J < My,
Q. (e) =1 —aty Wj_ra, €EFe,, , FEGY,0<t—m<r<tcont>m,
. 0 en otro caso.

Si consideramos las definiciones 2.2, 2.3, entonces

€; ] € [Onu’m]?
Tam @y (€5) =

¥ en otro caso.

con \
—Qt—p  Wj—rq, JEGT, 0<t—m<r<t,
9 e Ffm—w Y =

0 en otro caso.

Ademas, si j ¢ S,, pero cumple que j € G;’t, 0<t—m <r<tcont>m,entonces

j —Trag S [07&5—1”] C [Ové-m—l]
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y por tanto j — ra; < a,,. Puesto que
span{wl :0<I< am} = span{el :0<I< am},

entonces

s, (0) =7mg, (Zalel) con 0 <1 < ap,
l

=0.

Por consiguiente, g, (Tnm @5, (€;)) es igual a g, (e;) o bien a 7g,, () y en ambos casos vale cero
para todo j ¢ Sy,. Es decir, g, = 7s,, © (TamQ%,). Puesto que |7, || = 1 de (6.3.4) se tiene
que

[Tnm © @ (@) ]| = [|Tom 0 Q@ (@) - |75,
> ||7TSm O Tnm © Q'(rjnH

= [|7s,. |l
2k:—m
>

2-ap - apnt1(l+ ag)

1
> —,
am

para todo n < k < m y d creciendo suficientemente rapido.
Luego hemos probado que siempre existen m > n > N de modo que

1
7m0 @R (@) > =
am

Finalmente, si escribimos y = Q5 (x), entonces

(¢} ] 1
Wl <l@ml <am vy 7m0 Q@) = [7em ()] > —

m

Por tanto, y € Ky, U
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7. Algunas propiedades del compacto K,,,,

En esta secciéon damos algunas propiedades del conjunto K,,,, con las que deducimos la ciclici-
dad del operador T en ¢!. Esta ciclicidad de T nos permitird probar, si d se crece suficientemente
répido, la hiperciclicidad de todo elemento no nulo de ¢! usando fundamentalmente las acota-
ciones en norma de T en algunos subespacios de !, el Lema 1.15 asi como la propiedad de que
ciertas potencias del operador T se acercan en norma al espacio vectorial finitamente generado
por {179 : j € [a, 8], o, B € N} en algtin subespacio de ¢*.

DEFINICION 7.1. Para m € N definimos el operador desplazamiento a la derecha ‘truncado’
T,, sobre el subespacio F}, = del siguiente modo:

T, :F, —F

m Hm -

{wi+1; 0 <1< fbm,
w; —

0, T = -

LEMA 7.2. Euxiste una funcion N1 : N X N — N con la siguiente propiedad:
Si d crece suficientemente rapido, para todo n < m y x € K,,, entonces existe un polinomio p
que cumple

‘p| < Nl(mvam)7 (721)
grad(p) < fm, t* divide a p(t), (7.2.2)
Y
1 1
[p(Tin)w — wol| < — + : (7.2.3)
Qm Gn—1
Demostracion. Dado x € K, escribimos z = > 1" X\w; donde a = min{i : \; # 0} entonces,
span{T}, (z) : am <7 < pm b = span{Wa-ta,, s Watam+1s--- > W, -

En particular, puesto que 7y () # 0 (||Tom (2)]| > t), tenemos que a < (m — n)a,, (ver 2.4),
luego

Wim—n+1)an € span{T;I(x) DAy, <1< um}.

Puesto que K, es compacto, existe un nimero finito de polinomios p1,p2, ..., Pk,
fm A
pi(t) = > Aijt’
1=

tales que para todo = € K, existe 7 para el cual

12 (Tr)T — Win—nt1)am | < 7=

am
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Si escribimos N = maxi<;<xk |p;| entonces conseguimos que N < Np(m,a,,) para una funcién
apropiada N; : N x N — N (puesto que d crece suficientemente rapido y K, sélo depende
de la eleccién de n,m,aq,...,am,b1,...,bm_1,¢1,...,¢m—1). En vista de (1.15.1), observamos
que [|[Wim—n+1)a,, — Woll = anl,lv por tanto, si d crece suficientemente rapido, para todo n < m,
x € Ky, v de la desigualdad triangular tenemos que

Hp(Tm>x - wO” = Hp(Tm)x — Wim—n+1)am, + Wm—n+1)am — wOH
<|[p(Tn)® = Win—nt1)am || + [€0m-n+1)a, —wol|
< L + ! 0

Am Ap—1
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8. Algunas propiedades de los operadores Ten

En esta seccion damos una de las pruebas mas importantes de este trabajo: si d crece sufi-
cientemente rapido, los operadores T°» estan acotados en norma en un subconjunto H = { e :

i € (vp, {;L]} de ¢'. Obsérvese que en la prueba de esta propiedad se motivan las definiciones y
resultados dados en los apartados (1.11), (1.15.5), (1.15.6) y (4.2).

Para obtener la prueba de este resultado necesitamos probar una serie de lemas previos. Comen-
zamos esta seccién con la siguiente definicién.

DEFINICION 8.1. Para cada r,n € N con 0 <r < h,M(v,), definimos

M(vn)
LS”) = max{' Witp(en) — H (ﬁjﬂ/n (T))aj w;
j=1
M(vy) '
p e N, U{0}, |p|=r, p(t) = Z a;t? i€ |0, un]} (8.1.1)
j=1
y
— M(V'n) .
Lgﬁn) = max{‘ Witp(cn) — H (ﬁjﬁ/n(T)) Jwi
j=1
M (vn) )
pE A U{0}, [pl =7, p(t) = > ajt!,ic [o,2yn]}. (8.1.2)
j=1

LEMA 8.2. Sid crece suficientemente rdpido entonces Lﬁf” < max {Lﬁn), c;l} para todon € N,
0<r<h,M(v,).

Demostracion. Sea i € (vy,2v,] y |p| = 7 con p € A, U{0}. Por (4.2.2), para todo polinomio
q € A, U{0} tenemos que |[wy(e, )40, +1]| < 27V/3. En particular, puesto que ||T|| < 2 si d crece
suficientemente rapido,

[wWp(e,y4ill = 1T " wpie, )41
< zi‘”n—%

1
< — 8.2.1
- 2c, ( )
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si d crece suficientemente rapido. De la definicién de (P,,, | - |),
Un
[Bin (T)] = | _ axT*|
k=0

sHﬂF“““(Z]%O

k=0
< ||T||&Psem) (] < 1)

< 981 (Bsvn) 1I<|T|<1+7n<2) (8.2.2)

Ahora, si escribimos p(t) = Zi]\i(f”) a;t! € A, entonces por (8.2.2)

M(vy) . M (vy) . ‘
| T o) < T ) ]
Jj=1 j=1
= [l - 255 (i) (M = M)
< w; ) - Q(Zjle aj) (man{gr(ﬁj,un)})
< flu] - 2(Z35 )
= ] - 21
< Jwg| - 2" M, (8.2.3)
oy _Ven
Pero de (8.2.1) tenemos que |[w;jo(c,)| = |lws| <2777 3 . Por tanto (8.2.3) es menor o igual
que
Ve, Vey,

M- ;— Y n M vy +2vp —Vp — —a %
Zh" M-vp+i—vy, 3 < (6721 X 2) 3

(puesto que hy, <log,c? +1e i< 2u,)

. Ve,
= (22)" M . 2773
1

si d crece suficientemente rapido. Usando (8.2.1), (8.2.4) y la desigualdad triangular

M(vn) ‘
Hwi+p(cn)— H (pj,un(T» T w;

j=1

1
< —.
Cn

Por tanto L™ < max {ci, Lfﬂn)}. O
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LEMA 8.3. Si d crece suficientemente rdpido, entonces para todo n, r tales que 0 < r <
hnM(vy,), se tiene que LM < 2=

Cn

Demostracion. Es obvio que L(()n) = I_)(()n) = 0. Para r > 0 procedemos por induccién.

Sea p € Ay, |p| =r y d=gr(p) con p(t) = 24:({/") apt®. Para todo i € [0, v,] tenemos que

9lpl—1

Witp(en) = Pdywn (T)Wigp(e,)—ct + €itp(cn) (8.3.1)

de (1.15.5). Escribimos ¢(t) = p(t) — t¢ € A, U {0} (|]g| =7 — 1) donde

=3 at eon g= {7
Sea
Pd.v, (t) = Vzn)\jtja Vzn N = 1Pdw. | <1,
5=0 §=0
entonces
P,vn (T Wiy p(c,)—ca = i} AWitjtq(en) (8.3.2)
=

Por la definicién de I_L(")

r—1»

1

para todo 0 < i+ j < 21, tenemos que

M (vn)

Wit j4q(cn) — H (ﬁk,un(T))Bkwi+j
k=1

<L, (8.3.3)
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Combinando (8.3.2), (8.3.3) y usando la desigualdad triangular,

M(vn)
pd,l/n (T)wi—kp(cn)—c% - H (ﬁk,un (T))asz
k=1
M (vy) P
= |[Pdv, (T Wit pen)—cs — P (T) T[] (Brown (1)) w;
k=1
Un M(V’ﬂ) ﬁ
= ﬁd,lln(T’)wi—&—p(cn)—c;i1 _Z)‘j H (ﬁk,un(T)) kwi—l—j
§j=0 k=1
Vn M(V”) ﬁ
= Z/\ Wititaen) = DN L1 (Pron (1) wis
7=0 k=1
Vn M(vn) 5
_ k
= Z)\j (wi+j+q(cn) - H (Pk,un (T)) wH—j) H
j=0 k=1
<L YN
§=0
< LM, (8.3.4)
Luego
M (vn)
‘ wi+p(cn)_ H (ﬁkal’n (T)) kwi
k=1
M(vn) 9lp|-1
_ _ ag
= ‘pd,l/n (T)wi+p(cn)fcﬁ - H (pk,un (T)) Cw; + C—GH_p(Cn) (por (8.3.1))
k=1 n
L(n)l + = QT - (por (8.3.4)).

= r—1
Por tanto, Si tomamos maximo, entonces L$”) < Lffi)l + 26— y, de la hipétesis de induccién,

L(n) < 27 . Luego

L) < 27711 + 2r—t 2"-1
Si aplicamos el Lema 8.2,
L(ﬁn) < max {Lg”), CL} — 21

Cn

y, por induccién en r,

L < 21 para todo 0 < 7 < h, M (vy). =

Cn

Antes de dar la prueba del Lema 8, es necesario dar unos lemas preliminares mas.
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LEMA 8.4. Sid crece suficientemente rdpido entonces para todo p € A,, U{0} y todo polinomio
q(t) = p(t) +t* tal que g & A, (1 <k < M(y,)), se tiene que

_ Ve
[wiger || <2-27 2

para todo i € [p(cy), p(cn) + 2¢F].

Demostracion. Si q(t) = t* + p(t) € A, esto implica (por 1.10) que p(t) posee al menos un
coeficiente del orden de h,, en t*. Por tanto, escribimos

M (vy,) M(vn)
=Y il = Za]tﬂ+2h U+ > at! (8.4.1)
j=1 j=k1+1

donde ky > k, y si k1 < M(vy), agy4¢ < hpcont=1,2,..., M —k; — 1.
Caso 1. Si ky < M(v,,), entonces

k—1
H—c >p(cn)+c > p(en +Zh” + vy,
71=1
(ya que h, = E(2log, ¢,,) y d crece suficientemente répido)
k1 M(vy)

e+ Z ajcl, + vy, (8.4.2)
Jj=1 j=k1+1
- QO(Cn) + vy

Por otra parte,

14+ cﬁ < plcy) + SCZ

1
< p(ep) +ctt — Z Ryl (si d crece suficientemente rapido)
j=1
M (vn) _
< Y ayd
j=k1+1
— nien). (8.4.3)

Obsérvese que los polinomios anteriormente definidos qg, g1 pertenecen a A, y cumplen que
qa = q1 con J(qo) = k1 +1. Por tanto, i+cF € (qo(cn)+vn,q1(cn)) y por (1.15.6), Wiy ek = E€i4ck
donde

idck _p) et/ 24k
e = wiyex || = 20Fea=M/eT, h = (qi(cn) + qolcn))/2. (8.4.4)



42 ALFONSO GUTIERREZ RAMIREZ

Ahora bien,
i+ ch —h<pen)+3ck —h

k—1 k1 M(Vn)
= Zozjc{I + Zhncfl + Z el 4 3ck
=1 ik )
D N e
P
2
ki t1
k—1 ) ) k1 L ) . Ck:1+1
= (5 = )+ D (e = §ha)ch + B — o
i=1 i=k
k1 ) ckitl
=) (aj — 3hn)c), + 3¢y — H
=1

1
; ki+35 . . ;s
por (8.4.1). Pero Zlf"l (oj — M)el + 3¢k < ¢, "2 sid crece suficientemente rapido. Por tanto

=1 -2
.k g1, Rty
it+c,—h<—5¢'"" +c¢
y asi,
itck—h —1/2cF1+1
£ = 20:1/%%1 <92.9 cﬁlJrl/Z
Ven
=2.27 2

Caso?2. Sik; = M(vy,), i € [p(cn), p(cn)+2ck] entonces escribimos p(t) = Z;:ll ozjtj—l—zglzk hnt?.
Por tanto,

k—1 k1
p(en) = Z O‘jc'vjm + Z hncy,
7j=1 j=k

Por otro lado,
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Luego
[wige || = 1T we, 41 ]

con 0 < a < 3¢k puesto que i € [p(c,), p(cn) + 2¢]. Asi

M
1T we, 11| < 2% flwe, 11 (M=M(vp), a < 3c, y [T < 2)
— g3 +(IH&n—ani1/2)/(Vani)  (por (1.15.2))
Ve,
<2-27 2.

LEMA 8.5. Sid crece suficientemente rdpido, entonces:
(a) Para todo polinomio p € A, U{0}, p < pn, se tiene que

J—1
p+(0n) _p<cn) = 01{ - Z hnczm J = J(p)
j=1

() [Jw;i|| < 2V°/2 para todo 0 < i < 2.
M (vn)

43

(8.5.1)

Demostracion. (a) Si p < p,, escribimos p(t) = hy, an:l t Y sty Q™ con k < M(vy,) y

agr1 < hy. Entonces pt(t) = tF+1 + Z%iy,:ll amt™y J(p) =k + 1.

(b) Si d crece suficientemente répido entonces ||w;| < Ma(n,b,) < 2Ve/2, 0 < i < v,, usando

(1.17.2). Sii € Gén) con p € A, entonces, por (4.2.7),

lwil| = Ma(n, by) ey )

< 2\/571/2

si d crece suficientemente rapido.
Por otro lado, si i € (p(cy) + vn, pt(cy)) para algin p € A,, U {0}, entonces

g | = 26-M/ ) (h = ((p(ca) +p*(cn))/2, T = J(p))
< 9" (en)=1=h)/(e571/%)

cJ

< 22" (por (a))

Ve
=2 2 .

h

i

Si &, < i < 2¢, entonces, por (1.15.2), [|lw;|| = 2V@+1 < 1 con h = 3a,41 y d creciendo

suficientemente rapido. El Lema 8.5 queda asi probado. [

Veamos ahora la prueba del lema principal de esta seccion.
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LEMA 8. Si d crece suficientemente rapido entonces para todo k,n € N tales que 1 < k <
M(vy),

T o 7| < 6, (8.0.1)

donde H = {ei C i E (un,é’n]}.

Demostracion. Sea H = {ei S (Vn,ﬁn]}, entonces my es una proyeccion y la imagen de H
por esta aplicacién, es isomorfa a €|1H| con base {ei (1€ (Vn,ﬁn]}. Por tanto, probar (8.0.1) es
equivalente a probar

‘max || T%e¢] < 6. (8.0.2)
1SR

La prueba de esta desigualdad la damos estudiando los casos para los diferentes valores de i.

Caso 1. Sii € Gén) conp € Ay, |[p| =ry gr(p) = d, entonces por (1.15.5)
e; =2"""cn (Wi — P, (T)wi—c%)- (8.0.3)

Asi que
chzei = 21*7”Cn (wi-&-Cﬁ — Pd,v, (T)wi—CZ-i-Cﬁ)' (8.0.4)

M (vn)

Escribimos p(t) = >,

Caso la. Supongamos p(t) +t* € A,. Entonces por la Definicién 8.1, si escribimos

)
o tt.

@‘:{&j j%k,
! ar+1 j=k,

tenemos que
M (vn)

U)z’—i—cﬁ - H (ﬁj,yn (T))ajwi—p(cn)H S L7(”T—l|—)1
j=1

Mas aun, si escribimos ahora

_ a; J#d,
Oéj: ‘ .
a;j—1 j=d;

tenemos también para todo 0 <[ < v,

1

M(vy) _

Wi—cd k41 — H (ﬁijn<T))ajwi_p(Cn)+l
j=1

< LM,




Por tanto,

Asi
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M (vn)

P (T) (wi—cwz TG | (T))ajwi‘p(c")) H

Jj=1

M (vn)

wi_cz_'_cicl_ H (ﬁj,Vn(T))

Jj=1

Qi

J
wi_p(cn)

< lpa. <T>|\

< |Paw, |- L™
< LM, (8.0.5)

< 21_ranwi+cg — Pd,v,, (T)wi—c%%,’i H
M (vy)

Witck — H (pj:Vn (T)>&j Wi—p(cn)
j=1
M(vy) _

H (ﬁj,yn (T))aj Wi—p(cn) — ﬁdﬂ/n (T)wifcfl+c’jl
j=1

<27 (L) + L)
- or—1 2rtl_q
S 2 Cn * +

Cn, Cn
—9_ 21—r + 22 . 21—r

+ 21—T'Cn

(por el Lema 8.3)

=6-2-2'"7
:6_22—’!“
< 6.

Caso 1b. Si p(t) +t* € A, y aplicamos el Lema 8.4 obtenemos

sl < 227V (8.0.6)

para todo i € [p(c,), p(cn) +2¢F], p € A, U{0}. Si p(t) —t¢ +t* € A,,, entonces de forma similar

tenemos que

|Pa,n (T)W;— o || < 227V |pg,, |
<92.97Ven/2,
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Por tanto, de (8.0.4),
T e;]| < 217", (227 Ve /2 9. 9 VEn/?)
=921 "¢, - 23 .27 Ven/2
<1

si d crece suficientemente répido. Si (p(t) —t4)+t* € A,, entonces d = k (puesto que p(t)+t* & A,
M(vn) _
_ ~ -

pdvl’n (T)w’L—CgL-i—C,IZ_ H (pj,Vn (T)) Jwi_p(cn)

y se cumple que o = h,,). Ahora, de la Definicién 8.1,
j=1 '

M) N
ﬁdﬂ/n (T) (wl — H (ﬁj’yn (T)) Jwi_p(cn)) H
j=1

< Bau, (T)| - L
< |Pa, (T)| - L

Mas aun, puesto que 0 < i — p(c,) < Vp, |Pj., | < 1, entonces

M (vy) B
D (T O[jwl-_ c < max w; 8.0.7
| I (D) iy < o o (8.0.7)

donde p = Hjj\i(f”)(ﬁj,yn)o_‘j. Ahora bien, gr(p;., ) < v, para todo j, luego

gr(p) < M(vn)vp maxa; < M(vp)vn(1+ hy) < 1e,
j

si d crece suficientemente rapido. Asi que

max l|lw; | §max{< max ||wj||), ( max ||wj||)}
0<j <vn+er(p) 0<j<vn Vn<j<on /4

Ve
< max {M>(n,b,), 27 % } (de (1.15.6), (1.17.2))
S M2 (n7 bn)
Por tanto, usando la desigualdad triangular
M(vn) _
[P, (T)w;—ca o || < ’Pd,un (T)wi—earor = [ i (1)) Wimpien)
j=1
M (vn) -
+ ‘ IT B () wispie,
j=1

< L™ 4 My(n,by). (8.0.8)
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Asi,
HTCIZCZH S ‘ 2177“67’1,(uji—}—czc1 _ﬁdyVn (T>wz—cﬁ+0ﬁ) ‘
< 21_Tcn . <2 . 2_\/En/2 + E&n) + MQ(’H,, bn)> (pOI‘ (806)7<808))
L e /2 2" 1
<27 Te, - 227V 4 — — — + Mo(n,by) (por el Lema 8.3)
Cn  Cn

<242'7"¢, - (2 + Msy(n, bn)> — 2t

<2427 "¢, - (2 + My (n, bn)>

<2424 (2 + Ms(n, bn)) (r > hy)
<2427 ¢, (2+ Ma(n,by,)) (8.0.9)

(puesto que log, c2 < h,, <logy c2 + 1; luego logy(c,;2) +1 > 1 — h,, y por tanto 2c;,2 > 21=/n).
Asi que (8.0.9) es menor o igual que 2+2-¢, 2 ¢, (2 + Ms(n, bn)) que es menor o igual que 3 si d

. s . . k
crece suficientemente réapido. Esto concluye el Caso 1, siendo ||T°re¢;|| menor que 6 en todos los
subcasos.

Caso 2. Supongamos que i € (p(¢n) + vn, 0T (cy)) para algin p € A, U {0}, p < pn. Si
escribimos

M(V'n) M(V’ﬂ)
p(t) = Z a;t!, pt(t) = Z a;rtj, y J=J(p)=max{j:a; # aj},
j=1 j=1

entonces, por (1.15.6),

h—1i
Tohe; =200 | - wy o (con b= (p™ (cn) + p(cn))/2)
Por tanto,
X (P+(Cn)‘f‘P(C;Lz)l//z_P(Cn)_Vn
[T es]] <2 o [wigex |
c;]L—Zj:_f hncfl—21/n
= 2 2Ci_1/2 le_i_cl;i ||

Ve,
+eq,
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Caso 2a. Supongamos que J(p) = J > k. Si i+ cF > p*(c,) entonces por (8.5.1)

i—h> Pt (c,)—ck)—h

p*(cn) + plen) _k
2

J—1
<c£ — Z hncﬁl) — .

=1

= p+ (cn) —

@)
3

DO | =
<

Luego
_p Z‘Jflh ol k
i—h Ve, 2=l e
C7{—1/2 = 9 CT{—1/2 67{—1/2

> Ve
-2

si d crece suficientemente rapido. Asi que tenemos

T e < 28 Ve 2wy o |
< ol=Ven /2 gVe, /2 (por 8.5(b))
=2

Por otro lado, si i + c& < p*(c,) entonces,
n

h—i
k TA/Z ek
Tene; = 2en /> Tn
h—i i—|—cffb—h
T-1/2 T-1/2
=2¢n -2 ¢n Citck (por (1.15.6))
k
C
7173

< 2V/Ven < 2 pues J > k.

Luego finalmente, HTcﬁei

Caso 2b. Supongamos que J < k y p(t) +t* ¢ A,. Por el Lema 8.5(a) tenemos que i <
pT(c,) < plen) + &, luego i € [p(cn),p(cn) + 2¢€]. Aplicando el Lema 8.4, concluimos que
lwpex || < 2-27VE/2 Asi que por (8.0.10), |[Tne;|| < 2Ven/? 2. 27Ven/2 = 2,

Caso 2c. J < kyp(t)+tk e A, SiJ+#Ekosiel coeficiente de t* en p*(t) es menor que h,,
entonces (pt(t) +t*) € A, y pt(t) +t¥ = (p(t) + t*)*. Luego, de (1.15.6),

‘ Sty
Tre; = 2¢n Wiy ck
h—i i—htck
=2e0 "2 e

= ei—i—cﬁ,
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(i 4k € (q(cn) + vn, g (cn)) con q(t) = p(t) + t*). Supongamos que J = k y el coeficiente de t*
en pt(t) es hy,. Sea q(t) = p(t) +t*, entonces o bien ¢ = p,, o bien J(q) > k + 1. Méas aun, si d
crece suficientemente rapido entonces,

P+ C,’Z € (q(en) + Vnap+(cn) + c,],i) C (q(cn) + vn,qlen) + 2051)

por 8.5(a ( ) < ¢ +p(cn)). Si g = py,, entonces q(c,) + v, = &, y si d crece suficientemente
rapido, ( 15 ) da que
i—an+1/2 §n+202—an+1/2
Hwi+c§” =2 Vi <2 Va1

Por tanto, de (8.0.10)
. €nt2cp —ani1/2
T will <2 Yoner o 2VE/2 <

_i=h _
si d crece suficientemente rdpido y si ¢ < pp, entonces |lw; x| = 2cn 7 < 2.97Ve/2 por

(1.15.6). Esto concluye el Caso 2, siendo HT% e;|| menor que 6 en todos los subcasos. Asi que el
Lema 8 queda probado. [

Para concluir esta secciéon damos el siguiente lema que se deduce de la Nota 2.3.
LEMA 8.6. Seam €N, y sea H=1{e; : vy, <1 <&n}. Entonces g = m o RS, .

Demostracion. Si j € (Vm,&pn] entonces, por la Definicién 2.2, Ry e; = e; y por tanto
mne; =R, e; =e;.

Para j ¢ (Vm,&m], la Definicién 2.2 da que o bien Ry e; =e; o Ry e; =0, o bien
RSye; =~ r0jra,

cuando j € GY’H)

con 0 <n—m <r <n. En este ultimo caso,
Ro.ej € Fe,_,

yaquen—r <myj—ra, €[0,§_,]. Por tanto, para todo j ¢ (Vm,&n], tenemos que Ry e;
pertenece al nicleo de la proyeccién wg. Asi que

THE; = WHanej =0.

Luego mg =g o R;,. U
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9. El Lema principal

LEMA 9. Si d crece suficientemente rdpido entonces para todo m,n € N, 2 < n < m, y para
todo x de 01, ||| = 1, tal que
Qo () € Ky,

y para todo polinomio s con gr(s) <mn, |s| < n, existe k, 1 < k < M(v,), tal que

||chn:c — s(Twol| < 8||7a,. ()] + Qa;i/lz. (9.0.1)
Demostracion. Escribimos p
z2=Q; (r)= Zzzwz (9.0.2)
i=0
Por (7.2) existe un polinomio p con |p| < Ny(m, am), gr(p) < pm v t* divide a p(t). Ademas
1 1
Hp(Tm>Z - wO” < —+ .
Qm an—1

Consideramos el polinomio ¢(t) = t;—mp(t)s(t). Entonces |¢q| < 3~ Ni(m, a,,) < o

gr(q) < bm + pim +n < vy, (n <m) (9.0.3)

si d crece suficientemente rapido. Puesto que I',, es un e-red (minimal), entonces existe k con
1 <k < M(vy,) tal que

1
[Brr, = a] < o (9.0.4)

Este es el k que utilizamos en (9.0.1). Sea H = {e; : i € (U, &m]} como en la Seccién 8. Puesto
que por el Lema 8.6 1y = my o R,, entonces,

Tem (x) = Tem (I — R;,)x+ Tem (I —mg)R,,x + Temryw
= T (I = R},)x + T e+ T (Q5,(2) + (ms — mr) (@)
— T (I — RS)ax + T a4+ T (2 + (ms — 71 ()
de la Definicién 2.2, donde S = {e; : i € (um,&n]} y ms = ms o RS,. Por tanto,
Tem (z) — s(T)wo =TCm (I —R))x+ Temryw

+ (T = P, (D) (= + (s — )
+ (Prwn (T) — a(T)) (2 + (75 — 7))
+q(T)(ms — mr)z + (a(T) — p(T)s(T)) =
+ (s(D)p(T) = s(T)p(T) ) 2
+ (s(T)p(Tm)z — s(T)wo),
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donde T;,, es el operador T ‘truncado’ dado en la definicién 7.1. Si tomamos norma,

HTCfn(x) — s(T)w0|| < ||TC§1 (I — R%)“"H + HTCanHm”
k
+[[(Tm — pr ym<T>)<z+ s —m)z)|

+ || (P (T) = (D) (2 + (75 = 7))

+ ||¢(T)(ws — wr) || (9.0.5)
+[|(¢(T) = p(T)s(T))=||

+ [ (s(T)p(T) = s(T)p(Ton)) 2|

+ H (s T)p(Tim)z — S(T)wo)”

Estimemos los 8 términos anteriores.

[s(T)p(Tin)z — s(T)wol| < ||s(T)]| - (i L1 )

Qn—1

1 1
< |s| - 287(5). <— + ) (puesto que ||T]] < 2)

Am Ap—1

<
N \/an—l

para n > 2, si d crece suficientemente rapido. Por otro lado,
H (s(T)p(T) — s(T)p(Tm))zH <n-2". Hp(T) — p(Tm)z”; (9.0.6)

ademds, para cadar € N, T" =T, = > T"(T — T,,,) T}, "*. Por tanto,

r—1
(T —T7)z]| < (kZHTH) o dnax (T = T,) T 2|

< 2" . max HT T thH

0<E< i
Luego
1(p(T) — p(To)) 2l < 27 - amax [[(T = To) T2 - I (9.0.7)
(gr(p) < pm). Es facil ver que si z = ;LZO zjw;, entonces (T — T,,)TE 2z = 2, 4wy, +1. Como
fm + 1 cumple (1.15.3) se tiene que
Lo 1—b /2

(T = To)Trzl < 2| -2 Vom

,U/rn‘i'l_b'm/2
< amMi(m,apy)-2  Vom
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(pues |z| = |Q5, ()] < My(m,an) - ||Q, ()| < Mi(m,anm) - an de la Definicién 1.17 y Q2 x €
K,m). Por tanto,

Pm+1—bp, /2
[(p(T) = p(D))2]| < 2" @ My (m,am)2 Vo Jpl

< 2Pma,, My(m,am)2  Vom  Ni(m,an).

Sustituyendo en (9.0.7),

,U/7n+1_bm/2
HS(T)p(T)Z - S(T)p(Tm)ZH <n- 2Mm+n cAm Ml(m7 am) ’ Nl(m, am) -2 Vo

b

si d crece suficientemente rapido. Ahora

la(T) - p(T)s(T)z]] = Hpmsm(m . I)Z |

Ton 1
Siap <1 < pgy, entonces (b_ — I) w; = b_ei+bm por (1.15.4). Por tanto,
m

m

bm,
Jo(r)s(r) (5 = 1)l < @10

Por otro lado, como m > 3 y t*m divide a p(t), y si 0 < i < a,, entonces,

p0s(0) (25 = 1) = pul)s(0) (25 - 1),

donde po(t) =t~ p(t) y como antes, @, < i+ A < . Luego

Tbm
|G =)

s (5= 1)

Combinando ambos resultados tenemos que, para todo z € F},, ,

1

b

Asi,

< 5= [po(@)s(D)]|

< o= el - max {po(T)s(T)|, Ip(T)s()] .

m

sy (5= -1)-
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Si z = Q5 (), entonces
2| < Mi(m,am) - [12]] < am - Mi(m,am).

Luego si d crece suficientemente rapido entonces, ||T]| <2y

Tb”L 1 r r(s
o) (5 = 1) < 4o Milman)l 5] 220 (o] = )
1
< b A - My (M, ap,) - 27TH™ - Ny (m, an,) -1

IN

=B
3 .

Asi,
1
T)—p(T)s(T))z|| £ —.
(@) = p(@)s(D)z]| <
Consideremos ahora el término ¢(7")(rs — )z de la parte derecha de (9.0.5) donde el vector

(ms — w )z pertenece al span{e; : p, < i < v, }. En el siguiente lema, damos una prueba de
como se comporta el operador 1" en tal subespacio.

ASERTO. Sean >0, sid crece suficientemente rdpido entonces para todo m € N,

‘ ™ |span{ei:um<i§um}H <1+ -
Demostracion. Nétese que {e; : py < i < vy, } es la base canénica de ¢4 en (F,|| - ||) donde
N = v, — . Por tanto basta probar que
[T omes|| < 141 (tm <0 < V).

Caso 1. Si para algin r, 1 < r < m, tenemos que 7 € Gflr’m)

w; — bmwifbm .

entonces, por (1.15.4) e; =

Caso la. Sir <m, i< (m — 1)a,, + rb,, entonces, (1.15.4) da que €;+q,,+b,, = Wita,,+b,, —
by Wiy, . Por tanto,

Tt (e;) = €itam+bms [T+ (e;)]| = 1.

Caso 1b. Sir <m, i > (m — 1)a,, + rby, entonces, escribiendo j = ma,, + (r + 1)b,, tenemos
que
€; = wW; — bmwj_bm. (pOI‘ (1154))

Como j < i+ am + by < j + am, para algin « € (0, a,,] se tiene que

A +bm s ale’
T €; = T €j,
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luego
[T el < 207 Tey .

Como en el Caso 3b de la prueba del Lema 4.2 y de la Definicién 1.15 tenemos que
Tej = €111 — bmea - €jt1-b,

para cada j de la forma ma,, + rb,, (1 <r < m) donde,

My, +1—by, /2 €9, r<<m,
€9 = 2 Vo, €1 = { Um+1—cp, /2
2 Vem T =m.
1
Por tanto, HTe]-H < w2 Y
m
2am—1
7ot < 2
m
<%
m

si d crece suficientemente rapido.

Caso lc. Sir =m, entonces t = vy, y

am+b —
T mep = W +am+bm — bmwvm+am'

Si d crece suficientemente rapido, entonces vy, + @ + by < Cm; por (1.15.6) tenemos que

_cm/2—ym—am 1
[ We || = 2 Ve < —
Cm
y
_cm/2—l/m—am—bm 1
||wl’m+am+bm|| = 2 \/Em < .
Cm
Por tanto,
1+0b
HTam-l-bmeiH < + om <.

Caso 2. Si para algin r, 1 < r <m, se tiene que i € (may, + (r — 1)by,, (@, + by, )) entonces,
por (1.15.3),
h—i
e, = 2 \/gm w; .
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Caso 2a. Sir < m, entonces i + an, + by, € (May, + by, (r 4+ 1)(am + by )). Luego (1.15.3) da
que

’
€itam+by = 2 Wit +bm (h =h+ bm)
h—i—am,
=2 Vbn Witam+bm

Por tanto,

J7em bl = 20/ Vo e, 0, |
— 2am/\/5m

<l+n

si d crece suficientemente rapido.

Caso 2b. Si r = m, entonces i + Gp + by, € (U, Vm + @ + by,). Por tanto, si d crece
suficientemente rapido, entonces |7 < 2y

et = 200 i, |

= 2O [T, ]| (€ 0,0+ b))

h—i
<2V |

Um+1l—cm /2
De (1.15.6) sabemos que ||w, 1] =2 Vem < 1/c2, < n si d crece suficientemente rapido.
Por tanto,
h—1i

2 o

si d crece suficientemente rdapido. Como estos son todos los casos posibles, el Aserto queda

probado. [
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Aplicando el Aserto anterior a (9.0.5) se tiene que

la(T)(rs — mm) x|

T
- | S s ns — e
Tam—l—bm
= Hb—po(T)s(T)(ﬂg — TH)X
1
< b Hs(T)H . HpO(T)H -2 H(ﬂ'g — WH)IH (por el Aserto y puesto que
(ms — 7))z € span{e; : i € (fm, Vim]});
2
< =[] - [lpo(T)]] (va que [z = 1y [l7s — 7a| = 1)
91+gr(s)+er(po)
< 2 |s| -+ [pol (17 < 2)
< 21+n+IJ4m -n - Nl (m’ am)
< b
1
< \/—T (9.0.8)

si d crece suficientemente rapido. Como ||T|| < 2, entonces

| Br, — (D) (2 + (15 — 71)7)
<P, — g - 25 Porm =D |2 4 (s — )
<4vm o 2Ym (g, 4+ 1) (por (9.0.2),(9.0.3),(9.0.4),(3.2)

y ser mg — Ty una proyeccién)
1

< — (9.0.9)
bm,

si d crece suficientemente réapido. Por otro lado, para cada i, 0 < i < v,,, (1.15.5) da que

1
(ch" — Pk,um (T))wz = C_e'i‘i‘cfn'

m

Por tanto,

(T = Brw, (1)) (2 + (75 — 7)) < Ci|2 + (ms — 7H)z|

m

IA

1
C—Mg(m, b)llz + (ms — ) x|

m

1
C_M2 (ma bm)(am + 1)
1

— 9.0.10
- (9.0.10)

IA

VAN
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si d crece suficientemente rapido (puesto que z € K, Ts — 7 es proyeccion y (z+(ms—mpg)zx) €
F, ). Ahora, por el Lema 8,

HTC:1 o 7TH|| < 6,

donde H ={e; : i € (Vn,&n]} C Ay, para todo n > m. Elegimos H = {e; : i € (v, &m]}, v asi
TH = TH O TA,, -

Por tanto, Tclfnmq = chnﬂ'H oOTA,, Y

(T ()] <6+ |7, ()] (9.0.11)
Por tltimo, estimamos HTC:w(I — Re)z||. Como R e; =¢; si0<i< p,, entonces

Tem(I — RS,)x = T (I — R%)7a. 2.

Luego por el Lema 5, si d crece suficientemente rapido,

751 = R < 2ol

Asi que
k
741 = R )| < 2

Sustituyendo finalmente en (9.0.5) las cotas obtenidas,

11 1 1 1 1
TCm — s(T <9 6 e+ —
7% - s(T)un] < 2|+ Bla ] + g ot S+ e+

Vo Vb

= 8|lma ]+ e+ 4 2

_t —
\/an—l bm \/Em

< 8||ma,. || + (m>n>2).

2
\/an—l

Esto completa la prueba del Lema 9. [J
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10. Prueba del resultado principal

Recordamos que para un operador lineal acotado T' definido sobre un espacio de Banach sepa-
rable infinito dimensional B, se define la érbita de x € B por el operador T' como el conjunto de
imagenes de z por las sucesivas iteraciones de 1"

Orb(T, z) = {z, Tz, T?xz,...}.

Un vector = € B se dice hiperciclico para T si Orb(T, x) es densa en B. Un operador es hiperciclico
si éste posee un vector hiperciclico.

TEOREMA 10. Todo vector no nulo es hiperciclico para el operador T : (€', ||-])) — (¢4, ]-1])-

Demostracién. Sean z,y € ¢! con x # 0, y sea € > 0. Encontraremos un M € N tal que
1T —y| <e

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ||z|| = 1. Obviamente wy = e es ciclico para
T, asi que existe un polinomio s tal que

€
|s(T)wo — y]| < 3 (10.1)
2
Sea N € N de modo que gr(s) < N, [s|] < Ny 7 < % Tomamos 7 = €/24. Por el Lema 6.3,
an

existen m,n € N con m > n > N tales que

an (m) € Knm

[7man @)} <n
para todo x € £1. Por el Lema 9 existe k, 1 < k < M(v,,), tal que

2
\/an—l

HTCI:”.CC — S(T)wOH < 8||7rAm (x)H +

IN
‘.
_|_
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Asi,

7o = y|| < [|T 0 = s(T)wo | + [|s(Tywo ]

2-€ €

3 73

=e€.
Luego z es hiperciclico para T' y se cumple que

{Tenz} =¢' paratodo z €'\ {0}. O

Para terminar, damos un resultado sencillo que se deduce de los cédlculos realizados en la Seccién
9:

LEMA. El espectro de 'l es igual a su espectro puntual aproximado, que es la bola unidad de C.

Demostracion. Por un lado, si fijamos un ! > 0 y para n > [ consideramos la sucesién de vectores

(gi)izo = (emn+bn_i)i:0, entonces T' actia sobre estos vectores de la siguiente forma (ver caso
(4.2.4) del Lema 4.2):

T:90— gi-1— gi—2 — ... — go — &(n),
donde lim,,—, [|e(n)]| — O (ver caso (4.2.10) del Lema 4.2). Asi que el operador desplazamiento
a la izquierda unilateral
{ €i—1 sie Z 1,
Se; = .
0 sit=0;

esta ‘finitamente representado’ en 7T, y por tanto el espectro puntual aproximado de T' contiene
al espectro de S, que es la bola unidad de C. Por otro lado, usando las mismas notaciones del
Lema 9, y si tomamos m suficientemente grande de modo que ||A,,(x)|| < 1/(6b,,), entonces por
(9.0.5), el Aserto dado en la prueba del mismo lema, (9.0.8), (9.0.9), (9.0.10) y (9.0.11), se tiene
que

H (Tc,fn —a(T)(ms — 7TH)) xH - HTC?WH”; + (T = P, (1)) (@5, + 75 — 7rr )2
+ (B (T) — q(T))(Q5, + 75 — Tr1 )
+q(T)(7s — WH)xH

S U S T
“bm bm bm Vb,
4
<b—.

m
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Por tanto,
k k
o] < -t e o)
4
< _ 2am+bm
= +
< by, 20, (si d crece suficientemente rapido)

vy que implica claramente que el radio espectral es menor o igual que uno. Asi que el espectro de
T debe ser precisamente la bola unidad de C. [
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